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Presentacion de la materia

Al iniciar el trabajo con Matematica C usted ya ha transitado un camino de
aprendizaje de nociones matemdticas: ha concluido la escolaridad primaria y
ha aprobado Matematica A y B en Educacién Adultos 2000, o su equiva-
lente en otra etapa o institucién. Esto significa que no se acerca ahora a la
Matemdtica por primera vez. Sin embargo sus experiencias al respecto pueden
ser muy variadas.

Quienes disefiamos la propuesta de ensefanza de Matemdtica en Educacién
Adultos 2000, partimos de algunas ideas generales a partir de las cuales
construimos un modo de trabajo que intenta favorecer el estudio de esta
materia y consideramos fundamental compartirlas con nuestros alumnos
desde el inicio. Por esto le presentamos aqui las ideas que orientan nuestro
trabajo como docentes de Matemdtica:

* Sin duda, usted utiliza en la vida diaria una gran cantidad de nociones
matemdticas sin darse cuenta de ello; las usa eficientemente y de manera
tal que le permiten resolver diferentes situaciones relativas a su vida coti-
diana.

* Partiendo de esta “experiencia matemdtica” incorporada a la vida diaria es
posible avanzar hacia la interpretacién de los conceptos matemdticos que
alli entran en juego y trasladarlos a situaciones mds complejas.

* Cada nuevo concepto matemdtico que se aprende se apoya en otros ya
adquiridos como si se tratara de hileras de ladrillos que se asientan unas en
otras para que la pared que se construye sea sélida.

* Cada adquisicién pasa por una serie de etapas que van desde lo mds con-
creto y ligado a nuestra experiencia cotidiana, hacia niveles de complejidad
y abstraccién cada vez mayores.

* En tanto la Matemdtica se expresa a través de un sistema de simbolos y
representaciones gréficas que le es propio, es necesario hacer comprensible
este lenguaje desde su significado matemdtico y su relacién con situacio-
nes concretas.

* Si favorecemos que estas etapas se cumplan sin saltear ninguna, respetan-
do los ritmos de avance de cada alumno, usted podrd aprender Matemdtica
atn cuando sus experiencias anteriores con esta materia no le hayan ofre-
cido esta sensacidn.

En resumen, le proponemos aprender Matemdtica de una manera semejante a
la que el hombre ha seguido en la creacién de las ideas matemdticas: descu-
briendo los conceptos a partir de situaciones que podrian presentarse en la rea-
lidad, o de problemas pertenecientes a otras ciencias que utilizan conceptos
matemdticos para resolverlos.

Conociendo cudles son nuestros puntos de partida, le serd mds sencillo com-
prender el modo de trabajo que le proponemos desarrollar.

Matematica C ® PRESENTACION
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¢.Como estudiar?

A partir de estas ideas hemos pensado este material de ensefianza como un
recurso a través del cual usted pueda aprender conceptos matemdticos y el len-
guaje que los expresa.

En cada Unidad usted encontrar4:

* Una presentacién en la que se describen las principales nociones que se abor-
dardn y los Propésitos a alcanzar en relacién con esas nociones y contenidos.

* Actividades que presentan situaciones de trabajo y problemas concretos para
resolver y analizar. Cada una de ellas representa un camino hacia los concep-
tos matemdticos y al lenguaje que los expresa. Muchas de estas actividades tie-
nen distintas Partes. Algunas de estas Actividades o Partes serdn indicacio-
nes para leer los textos recomendados. Estas le senalardn qué texto deberd
usar, qué pdginas del mismo deberd consultar y qué actividades de las pro-
puestas en el libro deberd resolver.

* Comentarios bajo el titulo Orientaciones, que lo invitan a reflexionar sobre
su trabajo y a verificar su camino de resolucién de las diferentes partes de las
actividades.

* Indicaciones para retomar conceptos, en aquellos casos en los que la resolu-
cién de la actividad requiera que recuerde algunos conceptos matemdticos
aprendidos en una etapa anterior.

* Apartados especiales denominados En términos mateméticos, destinados a
formalizar los conceptos que usted vaya construyendo a partir de su trabajo con
las distintas partes de cada Actividad. En estos apartados presentaremos tam-
bién el lenguaje que utiliza la Matemdtica para expresar dichos conceptos.

* Ejercicios de integracion, que usted deberd resolver al finalizar cada unidad. La
resolucién de estos ejercicios le permitird sintetizar los temas trabajados en la uni-
dad, aplicar los conceptos y la simbologfa estudiados a la resolucién de nuevas
situaciones, vincular entre si los conceptos y estudiar algtin otro aspecto de los
mismos que no fue tratado en el desarrollo de la unidad. Su resolucién le dard
también la oportunidad de decidir si estd en condiciones de seguir avanzando
con el estudio de la unidad siguiente o si todavia necesita detenerse un tiempo
mds en la unidad que estd estudiando, retomando aquellas cuestiones que no
haya podido resolver. No deje de realizarlos.

Encontrard los enunciados de estos ejercicios en el Anexo de la Guia de
Estudio de Matematica C.

* Actividades de Autoevaluacién, que se presentardn al concluir el desarrollo
de las seis unidades y le permitirdn evaluar su propio recorrido de aprendiza-
je de los conceptos de la materia y la adquisicién del lenguaje matemdtico
correspondiente.

Encontrard los enunciados de estas actividades en el Anexo de la Guia de
Estudio de Matematica C.

8| > EDUCACION ADULTOS 2000 » Matematica
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La Guia de estudio constituye la herramienta fundamental para el apren-
dizaje de los contenidos de la materia. Por lo tanto, un uso adecuado de la
misma favorecerd su proceso de aprendizaje. Para ello tenga en cuenta las
siguientes recomendaciones:

* Respete el orden de presentacién de los temas y las actividades.
* Resuelva cada una de las actividades a medida que se van presentando.

* No se anticipe leyendo las Orientaciones o los apartados En términos
matemdticos. Estos solo tendrdn sentido para usted si previamente realizé
la actividad propuesta.

* Recurra al trabajo con los textos cada vez que la Guia lo sefala.

* No dude en recurrir a las consultorias si lo necesita. Tenga en cuenta que
estas le ofrecen un espacio de consulta y orientacién al tiempo que le per-
miten intercambiar y compartir el trabajo con otros alumnos.

* Si no puede asistir a consultorfas presenciales, puede acercarnos sus dudas
a través del correo electrénico, el buzén de actividades o las consultorfas
telefénicas.

e Utilice un cuaderno o carpeta para resolver por escrito las actividades pro-
puestas en la Guia, escribir sus dudas y realizar anotaciones vinculadas con
la lectura de los textos recomendados. Tenga en cuenta que las activida-
des propuestas deben ser resueltas por usted mismo y este trabajo le ird
indicando qué ha comprendido y cudles son sus dificultades. Tener regis-
tro de esto facilitard su tarea y le resultard un material fundamental para
trabajar en las consultorfas.

* Vaya registrando de algin modo que le resulte util, toda la simbologia
matemdtica que la Gufa vaya presentando, de modo que pueda tenerla
presente siempre que sea necesario.

:Qué es necesario saber para trabajar con los contenidos de Matematica C2
Al presentar la materia sostenfamos que:

* Cada nuevo concepto matemdtico que se aprende se apoya en otros ya
adquiridos como si se tratara de hileras de ladrillos que se asientan unas en
otras para que la pared que se construye sea sélida.

e Al iniciar el trabajo con Matematica C usted ya ha transitado un camino
de aprendizaje de nociones matemdticas.

* En Matematica C usted aprenderd una serie de conceptos que se apoyan
en otros que deberfan formar parte de sus adquisiciones previas. Por esto
es importante asegurarse el manejo de aquellas nociones que resultan nece-
sarias para la “construccién” de los nuevos conceptos que aprenderd.

E

N o -
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Las nociones previas fundamentales para comenzar con el estudio de
Matemaitica C son Ecuaciones, Relaciones y Funciones. Pero no se preocu-
pe si considera que “recuerda poco” de lo que aprendié en una etapa anterior
0 que nunca trabajé antes con estos temas. Lo acompafiaremos y orientaremos
para que pueda hacerlo ahora.

Para ello le proponemos empezar el trabajo tratando de realizar las
Actividades de anticipacién. Este primer trabajo le servird como un ensayo
para “entrar en tema’. Su realizacién es fundamental para poder empezar a
abordar los contenidos de la materia. Por eso, no las pase por alto.

Es importante que para realizarlas tenga en cuenta las siguientes sugerencias:

* Trate de resolverlas con los elementos que recuerda, o bien con sus propias
intuiciones matemadticas.

* No intente ir primero a buscar informacién en un libro de niveles ante-
riores. Si lo hace no podrd evaluar qué actividades estd en condiciones de
resolver con sus propios recursos y qué necesitard revisar para avanzar con
el trabajo de esta materia.

* No se preocupe por las cuestiones que no pueda resolver. Justamente el
sentido de este trabajo es que usted pueda detectar aquello que es necesa-
rio revisar. A través de la Gufa de Estudio, lo orientaremos en el camino a
seguir, teniendo en cuenta las dificultades que se le puedan presentar.

* El hecho de tener que revisar algunos conceptos previos no significa que
usted se “atrase”. Por el contrario, afianzar algunas nociones que son bdsi-
cas para transitar el programa de esta materia le permitird asegurarse la
posibilidad de acceder a nociones nuevas. Como en el ejemplo que utili-
zamos en la presentacidn, si un albafil pone de manera desordenada los
ladrillos de la primera hilera del muro porque trabaja rdpido sélo conse-
guird al final de la obra una pared torcida que a la larga le requerird mucho
mds tiempo y mds trabajo: deberd, en definitiva, hacerla nuevamente.

Ponga atencidn a las consignas y siga las orientaciones que se le presentan en
relacién con cada resolucién.

10 > EDUCACION ADULTOS 2000 » Matematica
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ACTIVIDADES DE ANTICIPACION

Se desea saber la cantidad x de empleados que tiene una fabrica. Para averiguarlo se

cuenta con la siguiente informacion:

La fabrica dividio el pago de sueldos de sus empleados en dos grupos. El primer grupo,
que esta formado por las dos quintas partes del total de empleados, cobra la primera
semana del mes. El otro grupo, que esta formado por los 30 empleados restantes, cobra
la sequnda semana del mes.

1. So6lo una de las ecuaciones que se dan a continuacion traduce la situacién anterior.
Seleccione la ecuacién correcta.

2 2

—Xx+x=30 ?x+30=x
2 2

X:E+30=X X:—+x=30

2. Resuelva la ecuacién que seleccioné en el item 1.

Actividad N° 2

Resuelva la siguiente ecuacion:

1 1
?(X-5)=3-[X+ZJ

Actividad N° 3

1. Elsiguiente gréafico representa la temperatura y de una sustancia en cada instante x,

mientras se realizaba un experimento, entre la hora cero y la hora 3.

»
>

x (horas)

[ e

P ————
=
3

Matemética C ® PRESENTACION e ] 11
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Actividad N° 4

12

a) ;Qué temperatura tiene la sustancia en la hora x = 1?
b) ;(En qué hora x la sustancia tiene 2,5 °C?
c) El par (3; 1,5), ¢pertenece al grafico?

d) { Qué significa de acuerdo con la situacidon concreta planteada que el par (0; 1) per-
tenezca al gréafico?

. Si interpretamos el grafico dado anteriormente como una relacién f: [0;3] > R:

a) La relacion f, jes funcion?

b) ;Cual es el dominio de ?

¢) (Cual es el conjunto imagen de f?

d) Encuentre f(1) y f (2,5).

e) Indique un intervalo de decrecimiento de la funcién f.

f) Indique el valor maximo de la funcion f.

La ganancia mensual de una inmobiliaria depende de la cantidad de lotes que pueda
vender durante un mes. Por mes puede vender hasta 15 lotes y sus gastos son de
$ 128000. Cada lote cuesta $ 32000.

1.

W W N o

Una de las siguientes féormulas permite calcular la ganancia g(x) de la inmobiliaria a
partir de la cantidad x de lotes vendidos. Elija la férmula correcta.

g(x) = 32000 . x + 128000
g(x) = 128000 - 32000 . x
g(x) = 32000 . x - 128000

Utilizando la formula que eligié en el item 1., defina una funciéon g que describa la
situacién planteada.

Utilizando la funcién que definié en el item 2., calcule g(6), g(0) y g'1 (128000).

Interprete las respuestas que dio en el item 3. desde el punto de vista de la situacién
de la inmobiliaria.

¢Cuantos lotes debe vender la inmobiliaria, por lo menos, para no tener pérdidas en
un mes?

¢Cudl es el cero de la funcion g?
Indique el conjunto de positividad de la funcién g.
Determine Im g.

Represente la funcion g en un sistema de ejes coordenados cartesianos.

» EDUCACION ADULTOS 2000 ® Matematica
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Una vez que haya intentado resolver las consignas planteadas, recurra a
las orientaciones que le presentamos.

iNo se haga trampas! Intente primero su propio camino y luego controle
sus respuestas. Segun la dificultad que se le haya presentado en cada reso-
lucidn siga las indicaciones que le proponemos.

ORIENTACIONES SOBRE LAS ACTIVIDADES DE ANTICIPACION

Las actividades que acaba de realizar se centran en el manejo de ecuaciones y
funciones. A continuacién le damos las respuestas a los ejercicios propuestos.
Controle sus respuestas con las que le presentamos.

Actividad N° 1

., . 2
1. La ecuacion que traduce el enunciado dado es ?x +30=x.
2. La solucién de esta ecuacién es x = 50. Es decir que hay 50 empleados en esa fabrica.

Actividad N° 2

., ., 7
La soluciéon de la ecuaciéon es x = 3

Actividad N° 3

1. a) La temperatura de la sustancia en la hora x = 1 es de 2° C.
b) La sustancia tiene 2,5° C de temperatura en la hora 2.
c) Si, el par (3 ; 1,5) pertenece al gréfico.

d) De acuerdo con la situacion que expresa el gréfico, si el par (0; 1) pertenece al gra-
fico, significa que en la hora cero la sustancia tenia 1° C de temperatura.

2. a) Larelacion f es funcién porque, teniendo en cuenta la situacion planteada, en cada
instante la sustancia tiene una temperatura y ésta es Unica. También se observa en
el grafico que cada punto del dominio tiene una y sélo una imagen.

b) Dom f = [0 ; 3].

o) Im f=1[1; 2,5].

d)f()=2y f'(25) =2

e) El intervalo de decrecimiento de la funcién f es (2; 3).

f) El valor maximo de la funcion f es 2,5.

Matematica C » PRESENTACION j13
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Actividad N° 4

1. La formula correcta es: g(x) = 32000 . x - 128000.

2. La funcién es
9:{0; 1; 2; 3; 4;5;6; 7, 8;9; 10; 11; 12; 13; 14; 15}> R/ g(x) = 32000 . x - 128000

3.y 4. g(6) = 64000 significa que si la inmobiliaria vende 6 lotes mensuales gana $ 64000;
g(0) = -128000 significa que si no vende lotes durante un mes pierde $ 128000;
g7'(128000) = 8 significa que si gané $ 128000 en un mes es porque vendi6 8 lotes.

5. La inmobiliaria debe vender por lo menos 4 lotes por mes para no tener pérdidas.
(Con 4 lotes, la ganancia es cero).

6. El cero de la funcién g es x = 4.
7. El conjunto de positividad de la funcién g es {5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15}

8. Im g = {-128000; -96000; -64000; -32000; 0; 32000; 64000; 96000; 128000; 160000;
192000; 224000; 256000; 288000; 320000; 352000}

9. La representaciéon en R? de la funcion g es:

4
y ($)

352000 | .
320000 | .
288000 | °
256000 | .
224000 | .
192000 | .
160000 | .
128000 | .

96000 | .

64000 | .

32000 | .

0 ! ! X (IoTes)

!
T ¢
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15
-32000 °

-64000 | .
96000 | o

-128000 ¢
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Si resolvié sin mayores dificultades las actividades propuestas y comprobé que sus res-
puestas son correctas, puede iniciar el trabajo con la Unidad 1 de Matematica C.

Si en cambio no logré resolver satisfactoriamente alguna de las actividades anteriores,
es conveniente que revise los temas correspondientes en Matematica A y B. Para ello,
utilice las indicaciones que le damos a continuacién:

e Situvo dificultades para resolver las Actividades N° 1y N° 2, trabaje con el planteo y
la resoluciéon de ecuaciones en la Unidad 3 de la Guia de Estudio de Matematica A.

e Si tuvo dificultades para responder lo pedido en las Actividades N° 3 y N° 4, trabaje
el tema de relaciones y funciones en la Unidad 4 de la Guia de Estudio de Matematica
Ay en la Unidad 1 de la Guia de Estudio de Matematica B.

Puede solicitar las Guias de Estudio de Matematica A y Matematica B en las bibliotecas
de Adultos 2000.

Matematica C » PRESENTACION ] 15
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Programa de la materia

Le presentamos el programa correspondiente a Matematica C. El conjunto de
contenidos estd distribuido en seis unidades con la siguiente secuencia:

UNIDAD 1: CONCEPTO DE NUMERO REAL
Concepto de numero real.
Densidad y completitud del conjunto de los numeros reales.
Operaciones con radicales.
Subconjuntos del conjunto de los numeros reales.
Moddulo o valor absoluto de un numero real.

UNIDAD 2: FUNCIONES
Clasificacion de funciones.
Composicion de funciones.
Funcion inversa.
Analisis de funciones definidas en el conjunto de los nimeros reales.

UNIDAD 3: FUNCION EXPONENCIAL Y FUNCION LOGARITMICA
Funcion exponencial.
Funcion logaritmica.

UNIDAD 4: TRIGONOMETRIA
Razones trigonométricas.
Resolucién de tridngulos rectangulos utilizando razones trigonométricas.
Funcion seno.
Funcion coseno.
Resolucidn de triangulos oblicuangulos.

UNIDAD 5: SUCESIONES
Nocidén de sucesion.
Sucesion aritmética.
Sucesion geométrica.

UNIDAD 6: PROBABILIDAD
Calculo combinatorio.
Tipos de sucesos.
Célculo de probabilidades: probabilidad simple, probabilidad de sucesos complementa-
rios, probabilidad conjunta o compuesta, probabilidad de la unién de dos sucesos o
total, probabilidad condicional.

Matemética C ® PRESENTACION e j17
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é
Bibliografia

Como ya lo hemos sefialado al explicar la organizacién de la Guia, usted
deberd abordar los temas del Programa trabajando conjuntamente con la Guia
de Estudio y los textos recomendados, a los que tendrd que recurrir cada vez
que la Guia se lo indique. Con estos textos usted estudiard los temas que no
son tratados por la Guia de Estudio.

Los textos que hemos seleccionado para trabajar con esta Guia son:

e Altman, Silvia y otros: Matematica Polimodal, Libro temético 2
(Funciones 2), Editorial Longseller.

* Altman, Silvia y otros: Matematica Polimodal, Libro temético 3
(Néimeros y sucesiones), Editorial Longseller.

* Camuyrano, Beatriz y otros: Matemiatica 1 Polimodal, Editorial
Estrada.

Utilizaremos este tltimo libro sélamente en la Unidad 6. Si usted estudié
Matematica B en Adultos 2000, ya trabajé con este libro.

Cada vez que deba trabajar algin contenido con uno de los libros, le indica-
remos cudl de ellos tiene que utilizar.

Un buen manejo de la relacién entre la Guia de Estudio y los textos es funda-
mental para el aprendizaje de los contenidos del Programa. Por eso le reco-
mendamos estar atento a las indicaciones que le presentaremos al respecto.
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Conjunto de numeros reales

En esta unidad ampliaremos lo visto en la Unidad 2 de Matematica A sobre
los conjuntos numéricos y la forma de resolver operaciones dentro de ellos.
Alli trabajamos con el conjunto de los nimeros racionales y vimos la existen-
cia de los niimeros irracionales. Ahora presentaremos el conjunto de los nime-
ros irracionales para formar, junto con los ndmeros racionales, el conjunto de
los niimeros reales.

Trabajaremos con situaciones concretas que le den sentido a la existencia de
estos nimeros y a su vez permitan visualizar en forma intuitiva los conceptos
de densidad y completitud.

Propositos de la unidad
En relacién con los contenidos de esta Unidad, le proponemos que:
* Reconozca cdmo estd formado el conjunto de los nlimeros reales.
* Represente niimeros irracionales en la recta numérica.
* Interprete los conceptos de densidad y completitud.
* Lea y exprese subconjuntos de nimeros reales en lenguaje simbdlico.
* Interprete el concepto de médulo de un nimero real.

* Resuelva operaciones combinadas en el conjunto de los niimeros reales,
teniendo en cuenta sus propiedades.

ACTIVIDAD N° 1: “ELABORACION DE UN MEDICAMENTO”

Un importador de drogas farmacéuticas compra en el exterior 1 kg de una droga que se
utiliza en la fabricacion de un medicamento.

Reparte la cantidad importada en dos droguerias que a su vez distribuyen la droga en
partes iguales en 10 laboratorios encargados de la elaboracion del medicamento.

En cada uno de los laboratorios utilizan el total de la droga en la elaboracion del medi-
camento. El medicamento se elabora en comprimidos. Con la cantidad adquirida, cada
laboratorio obtiene 100 cajas de 50 comprimidos cada una.

Matematica C ® UNIDAD 1 < ] 19
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Parte A

Complete el siguiente cuadro:

Cantidad de droga (en kg)

Importador

Cada drogueria

Cada laboratorio

Cada caja del medicamento

Cada comprimido

Y responda las siguientes preguntas:
1. ¢Seria posible seguir fraccionando la cantidad de droga?

2. A un paciente su médico le receta medio comprimido diario del medicamento men-

cionado:

a) ¢Qué cantidad de la droga ingiere el paciente diariamente? Agregue una fila al
cuadro anterior de modo que pueda agregar alli esta informacion.

b) A partir de la respuesta que dé a la pregunta del item a), reflexione y revise la res-
puesta que usted ha elaborado para la pregunta planteada en el item 1.

. A otro paciente su médico le receta un cuarto de comprimido diario del medicamen-

to, ;qué cantidad de la droga ingiere diariamente? Agregue una fila al cuadro ante-
rior de modo que pueda agregar alli esta informacion.

. ¢Seria posible seguir fraccionando la cantidad de droga?

. Teniendo en cuenta las respuestas que dio en el cuadro y en los items 2.y 3., repre-

sente en el siguiente segmento las cantidades de droga (en kg) utilizadas en cada una
de las etapas descriptas: importador, drogueria, laboratorio, caja, comprimido, pri-
mer paciente, segundo paciente.

-_—

1 kg

Si necesita revisar c6mo representar nimeros racionales en un segmento, hagalo en
la Unidad 2 de Matematica A.

20
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Parte B

En otra oportunidad, el importador distribuye el kilogramo de droga comprado en el
exterior en 4 droguerias. Una de ellas, a su vez, vende su cuarto kilogramo de droga en
partes iguales a 20 laboratorios encargados de elaborar otro medicamento cuya droga
base es la misma que la del medicamento anterior. Cada laboratorio utiliza el total de
la droga en la elaboracion de 500 cajas del medicamento. Cada caja contiene 100 com-
primidos.

1. Elabore un cuadro como el que completé en la Parte A utilizando los datos del parra-
fo anterior. Indique en él las cantidades de droga (en kg) utilizadas en cada una de
las etapas descriptas para este nuevo medicamento.

2. Responda la siguiente pregunta:

A un paciente su médico le receta medio comprimido diario de este medicamento,
iqué cantidad de la droga ingiere diariamente?

ORIENTACIONES

En las dos situaciones anteriores pudimos observar que siempre es posible
fraccionar un "poquito” m4ds a una cantidad dada, aunque la misma sea mu
q q y
pequena. En el caso de los comprimidos, podrfamos fraccionar, a su vez, cada
una de las mitades, y luego cada una de las nuevas partes obtenidas, y asf ....,
si nos diera la vista y la paciencia, podriamos seguir repitiendo este proceso.

sHasta cudndo podriamos repetirlo? Si fuera posible podriamos repetirlo inde-
finidamente. Pero como sabemos que esto es imposible desde nuestras posibi-
lidades humanas lo invitamos a resolver la Actividad N° 2 en la que una com-
putadora se ocupard de hacer este trabajo por nosotros.

ACTIVIDAD N° 2: “INTERCALANDO NUMEROS”

Una maquina esta programada para que, al darle dos numeros, calcule el promedio
entre esos dos numeros.

Pero no se detiene en ese primer paso. Sigue asi: toma el primer nimero y el promedio
obtenido en el primer paso, y calcula a continuacion el promedio entre estos dos nume-
ros.

Pero tampoco se detiene alli. Sigue asi: toma el primer niumero y el promedio obtenido
en el sequndo paso, y calcula el promedio entre esos dos numeros. Y asi sigue, salvo que
se encuentre con algun impedimento para resolver la cuenta o que el operador le pida
que se detenga.

Matematica C e UNIDAD 1 ==
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¢Entendié como funciona la maquina? Si no, vuelva a leer la descripcion
de su funcionamiento.

Responda las siguientes preguntas, a partir de la informacién anterior:

1. Si le da a la maquina los nUmeros 2 y 6, ;qué numero devuelve? Es decir, ;cual es el
promedio entre 2y 6?

Si no recuerda cdmo calcular promedios, revise como hacerlo en la Unidad 7 de Matematica A.

2. La maquina continua con su tarea de calcular promedios. Como el nimero devuelto
en el calculo anterior es 4, ahora calcula el promedio entre 2 y 4. ;Cudl es el resulta-
do obtenido?

3. Complete el cuadro que le damos a continuacién. Tenga en cuenta que la maquina
s6lo abandonara su tarea "promediadora" si no puede hacer la cuenta o si usted le
indica que se detenga.

Primer numero Segundo numero Promedio
2 6 4
2 4 3
2
2
2

R Agregue Ud. 12 filas mas RS —

4. ;Hay algun motivo vinculado con la cuenta para que la maquina se detenga?
5. ;Cudntas filas podria tener la tabla anterior?

6. Represente los promedios que va obteniendo la maquina en la siguiente recta numé-
rica:

< 1 1 1 1 1 ’
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ORIENTACIONES

A partir del trabajo realizado por la "mdquina promediadora”, acabamos de
observar que siempre es posible encontrar el promedio entre dos nimeros
racionales distintos, y que ese promedio siempre es un nimero racional. Es
decir, un nimero que puede expresarse como cociente entre dos nimeros
enteros.

Al representar los promedios obtenidos en la recta numérica, podemos ver que
cada promedio queda ubicado entre los dos nimeros dados. Y este proceso
puede seguir, y seguir, y seguir .... Es decir, siempre es posible encontrar entre
dos ntimeros racionales distintos, otro nimero racional.

é 2112.5 o é é o é
« ¢ ¢ 2 g ¢ 2 g »
2 22525 3 4

EN TERMINOS MATEMATICOS: DENSIDAD EN EL CONJUNTO
DE LOS NUMEROS RACIONALES (Q)

Pudimos observar que:

* Entre dos ntimeros racionales dados existen infinitos niimeros racionales.
Esta es una propiedad del conjunto de los niimeros racionales (Q). Por
esto decimos que el conjunto Q es un conjunto denso.

* A cada nimero racional le corresponde un punto sobre la recta numérica.

Responda la siguiente pregunta:

¢Con los numeros racionales se cubren todos los puntos de la recta? Es decir, asi como a
cada numero racional le corresponde un punto sobre la recta, ¢a cada punto de la recta
le corresponde un numero racional? Dé su respuesta sélo a partir de su intuicién. No
importa si la misma es correcta o no, ya tendrd oportunidad de verificarlo mas adelante.

Matematica C ® UNIDAD 1 < j 23
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ACTIVIDAD N° 3: “LOS CANTEROS DEL PARQUE”

Juan, el jardinero del parque, esta armando los canteros para plantar flores ni bien
empiece la primavera. Los hace de diferentes formas y tamanos. Por ejemplo, forma en
la tierra un cuadrado de 1 m de lado y lo divide en dos por una de sus diagonales.
Obtiene asi dos canteros triangulares iguales que piensa sembrar con flores de la misma
especie pero de diferente color.

Como tiene que cercar cada cantero, le hace falta calcular con exactitud la cantidad de
alambre que necesita encargar.

“Cada lado del cuadrado mide 1 m, pero la diagonal, ; cuanto mide?”, se pregunta Juan.
Como no tiene a mano una cinta métrica para medir la diagonal directamente, toma
lapiz y papel, y comienza a calcularla.

Responda las siguientes preguntas:
1. ¢Qué tipo de tridngulos son los que usara Juan como canteros?

2. ;Como podria hacer Juan para calcular la medida de la diagonal utilizando lapiz y
papel?

3. Juan escribe la ecuacion D? = 12 + 1% en sus papeles, en la que con la letra D expresa
a la medida de la diagonal en metros. {Es correcta la ecuaciéon escrita por Juan? ;Por
qué?

4. ;Cuanto mide la diagonal?

ORIENTACIONES

Como los tridngulos determinados por Juan son tridngulos rectdngulos, se
puede calcular la medida de la diagonal del cuadrado utilizando el teorema de
Pitdgoras.

24}
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Si no lo recuerda, revise lo hecho en la Unidad 5 de Matematica A en relacién con
este teorema.

Al resolver la ecuacién anterior, nos queda D’ = 2, de donde D = V2 (ya que
(ﬁ)z: 2 )6 D= -2 (ya que (—\/E )2 = 2 ). Para la situacién del cdlculo
de la medida de la diagonal, sélo tiene sentido la solucién D = V2.

Si busca este valor en la calculadora, segtin la cantidad de digitos con los que
cuente la suya, el visor le mostrard un nimero que es aproximadamente

1,414213562.

Si eleva este nimero al cuadrado para verificar la ecuacién resuelta, podrd

observar que la calculadora le da el resultado 1,999999999.

Es decir, que el cuadrado de 1,414213562 no es exactamente 2. Por lo tanto,
el valor 1,414213562 tampoco es exactamente ~/2. Es solamente un valor
aproximado de /2 .

Si la calculadora contara con mds digitos, podriamos encontrar un valor que
aproxime mejor que el anterior a /2 pero que tampoco corresponderfa en
forma exacta a su valor. Y aunque pudiéramos hacerlo con una computadora
que nos permita calcularlo con una cantidad muy grande de digitos, el resul-
tado que obtendrfamos seguirfa siendo un valor aproximado del nimero ~/2.

Esto ocurre porque el ndmero /2 tiene infinitas cifras decimales no periddicas.

El nimero /2 , entonces, no puede pertenecer al conjunto de los niimeros
racionales, en el que todos los nimeros tienen expresiones decimales finitas o
en el caso en que son infinitas, resultan ser cifras periédicas.

Si lo necesita, puede rever el tema de las expresiones decimales de los nimeros racio-
nales en la Unidad 2 de Matematica A.

EN TERMINOS MATEMATICOS: CONJUNTO DE NUMEROS
IRRACIONALES

Ante la aparicién de ndmeros como el anterior, los matemdticos se vieron en
la necesidad de ampliar su campo numérico para poder incluirlos. Se formé
entonces un nuevo conjunto, ¢l conjunto de los niimeros irracionales, que
se simboliza con la letra I.

A este conjunto pertenecen todos los ndmeros cuya expresién decimal tiene
infinitas cifras no periédicas. Ninguno de ellos puede expresarse como cocien-
te de ndmeros enteros como ocurre con los nimeros racionales. Algunos otros
ntimeros irracionales son, por ejemplo: +/3, 7, 35, TU

Matematica C ® UNIDAD 1
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Podemos representar a todos los nimeros irracionales en la recta numérica.
Por ejemplo, para representar a /2 construimos sobre la recta numérica un
tridngulo rectdéngulo como el del cantero. Es decir, un tridngulo rectdingulo
cuyos catetos midan 1 unidad y, por lo tanto, su hipotenusa mida N2 uni-
dades. Lo dicho se muestra en el siguiente dibujo:

& 1

.

\4

0 1 1 V2 2

Si tomamos la medida de la hipotenusa con un compds y luego trasladamos
esa medida sobre la recta haciendo centro con el compds en el cero, se obtie-
ne el punto de la recta que corresponde a .2 .

Con procedimientos similares al anterior podemos representar en la recta
otros nimeros irracionales que resulten raices cuadradas de nimeros enteros
positivos.

Con esto podemos dar respuesta a la pregunta planteada en la Parte B de la
Actividad N° 2: si existen ndmeros que no son racionales que ocupan un
lugar sobre la recta, entonces los nimeros racionales no ocupan toda la recta.
Es decir, a cada punto de la recta no le corresponde un nimero racional (por
ejemplo, hay un punto sobre la recta que corresponde al niimero /2 que no
es racional). La recta no queda completa con los nimeros racionales.

EN TERMINOS MATEMATICOS: CONJUNTO DE NUMEROS REALES

Si agregamos al conjunto de los ndmeros racionales (Q) este nuevo conjunto
(I) formamos el conjunto de los niimeros reales, que simbolizamos con la letra
R. La operacién que permite "juntar” los elementos de dos conjuntos se llama
unién y se simboliza con 0. Por lo tanto, lo dicho anteriormente sobre el con-
junto de los nlimeros reales, se simboliza:

QUI=R

Recién ahora, con los ntimeros reales, podemos asegurar que la recta numéri-
ca queda completa. A cada ndmero real le corresponde un punto sobre la
recta y a cada punto sobre la recta le corresponde un ndmero real.
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Responda las siguientes consignas:

1. Entre dos numeros irracionales, ;habra algun otro nimero?
2. Encuentre, si es posible, un numero racional entre /2y /3.
3. Encuentre, si es posible, un numero irracional entre 2y /3.
q

. ¢Cuadntos nimeros racionales e irracionales podria encontrar entre .2y 3 ?

ORIENTACIONES

Entre +2 [ 1,4142 (el simbolo " 0O " se lee “aproximadamente”) vy
/3 [1,73205 es posible encontrar infinitos niimeros racionales e irracionales.

Por ejemplo, 1,5 6 1,53478923 .....

EN TERMINOS MATEMATICOS: DENSIDAD EN EL CONJUNTO DE
LOS NUMEROS REALES (R)

El conjunto de los nimeros reales (R) es un conjunto denso ya que entre dos
ndmeros reales cualesquiera siempre es posible encontrar otro ndmero real.

1. Represente sobre la recta numérica:
a) Todos los nimeros reales mayores que -3 y menores que 5.
b) Todos los niUmeros reales mayores o iguales que -3 y menores o iguales que 5.
¢) Todos los numeros reales mayores o iguales que -3 y menores que 5.
d) Todos los numeros reales mayores que 7.
e) Todos los numeros reales menores o iguales que -3.
f) Todos los nimeros reales distintos de cero.

2. Escriba en forma simbolica cada uno de los conjuntos que representé en el item 1.

En esta Parte C estamos retomando lo que trabajamos en los ejercicios de integraciéon
de las Unidades 2 y 3 de Matematica A sobre el tema "Intervalos". Si tiene dificulta-

des para trabajar con ellos, revea dichos ejercicios.
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Responda las siguientes preguntas:

1.

N o v & W N

Responda las siguientes consignas teniendo en cuenta lo dicho en las Orientaciones y en
el apartado En términos matematicos:

1.
2.

¢Cudl es la distancia entre los nUmeros 0y 4?

¢Cudl es la distancia entre los nUmeros 0 y -4?

¢Cuadl es la distancia entre los nUmeros 0y 8,32?

¢Cuadl es la distancia entre los niUmeros 0 y -8,32?

¢Cuadl es la distancia entre los nUmeros 0y 0?

¢Cual es la distancia entre los nUmeros 0 y a, siendo a un numero real cualquiera?

Si un companiero le dice que la distancia entre los niUmeros 0 y a es igual al nUmero
a, ¢usted que le contesta?

¢Hay algun numero real para el cual no es posible calcular su distancia al 0? Si su res-
puesta es afirmativa, indique cual es ese numero. Si su respuesta es negativa, expli-
que con sus palabras el por qué de su decision.

ORIENTACIONES

Es posible calcular la distancia a cero desde cualquier punto de la recta numé-
rica. Como cualquier punto de la recta numérica representa a un niimero real,
es posible calcular la distancia entre 0 y cualquier ntimero real a.

Por ejemplo, la distancia entre 0 y 4 vale 4, y es la misma que entre 0 y -4; la
distancia entre 0 y 8,32 vale 8,32 y es la misma que la distancia entre 0 y -8,32.

En general, la distancia entre un niimero real a cualquiera y 0 es la misma que
la distancia entre 0 y -a, siendo -a el nimero real opuesto de a.

EN TERMINOS MATEMATICOS: MODULO DE UN NUMERO REAL

Llamamos médulo de un nimero real a a la distancia entre a y el cero en la
recta numérica. Lo simbolizamos [l

Calcule 01,2505 & 503 00C; OV/20
Determine, si es posible, el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones:

xO=8 xO=0 IxO= -2

[ ——
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ACTIVIDAD N° 4: “PARA CUIDAR UN EQUIPO”

En una fabrica utilizan un equipo que puede danarse si su temperatura oscila en mas de
5° C alrededor de 0° C. El operario encargado de controlar su funcionamiento, lee la
temperatura en un dispositivo como el que sigue:

0° Aguja indicadora
de la temperatura

1. Indique sobre la recta numérica todas las posiciones que puede tomar la aguja en el
dispositivo sin que signifique un riesgo para el funcionamiento del equipo.

2. Exprese en forma simbdlica, utilizando intervalos, el conjunto que determiné en el
item 1.

3. Represente sobre la recta numérica todas las temperaturas que podrian provocar
dafos en el equipo.

ORIENTACIONES

El equipo no se danard si su temperatura oscila entre -5° Cy 5° C, es decir si la
temperatura toma valores pertenecientes al intervalo [-5 ; 5]. Desde cualquier
posicién x perteneciente a este intervalo la distancia a 0 es menor o igual que 5.
Podemos escribir entonces, que todas las posiciones x que puede tomar la aguja
sin que se dafie el equipo son aquellas que verifican la inecuacién k[ < 5.

Si la temperatura del equipo es superior a 5° C 6 inferior a -5° C el equipo puede
danarse. Si representamos sobre la recta numérica todos estos valores, nos queda:

L er———) 1 1 44y ()
7 6 5 4 3 2 101 2 3 45

Aunque dentro de la situacién concreta no tiene sentido pensar en tempera-
turas infinitamente bajas o altas, podemos escribir simbélicamente al conjun-
to representado en el gréfico anterior como: (-0 5 -5) O (5 5 + ).

Desde cualquiera de estas posiciones x la distancia a cero es mayor que 5.
Simbélicamente podemos expresarlo asi: (x> 5. Es decir, la unién de inter-
valos anterior es el conjunto solucién de la inecuacién xO> 5.
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Parte B

Encuentre el conjunto solucién de cada una de las inecuaciones dadas a continuacién.
En cada caso represente el conjunto solucién en la recta numérica y escribalo utilizando
intervalos.

1
1. IxO< —

2

2. Ox0> 3
3. X2 42
4. Ox(x -2
5. X[k 8

En la proxima actividad le proponemos que trabaje con el libro. Antes de
que comience a realizar este trabajo queremos hacerle algunas sugeren-
cias que consideramos lo ayudaran en esta tarea:

e No es conveniente que se extienda en la lectura mas alla de lo
indicado.

e Resuelva sélo aquellas actividades que le indiquemos. Si intenta tra-
bajar con actividades no indicadas podria encontrarse con situacio-
nes que todavia no esta en condiciones de resolver o con dificulta-
des mayores que las requeridas.

* Antes de comenzar el trabajo con el libro, le sugerimos que sefale
de algun modo que a usted le resulte comodo, aquello que le indi-
camos para leer y resolver. Esto le permitira restringir su trabajo en
forma anticipada.

Tenga en cuenta estas sugerencias cada vez que le propongamos que tra-
baje con el libro.

ACTIVIDAD N° 5: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

‘ En esta actividad lo orientaremos para que trabaje el resto de los contenidos de esta
> unidad utilizando el libro tematico 3: Numeros y sucesiones de Altman, S. y otros,
editorial Longseller.
El abordaje de estos temas se realizara inicamente en base a la lectura y la resolu-
cién de las actividades que le indicaremos en los siguientes parrafos.

¢Listo para comenzar su trabajo con el libro? Le indicaremos paso a paso el camino que
debe sequir con él.
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.-—————-—————-—————-—————-—————-*

En el capitulo 2: Operaciones con numeros reales:

1.
2.

@ N o u

Lea la presentacion del capitulo en la pagina 33.
Resuelva los problemas 1y 2 propuestos en la pagina 34.

Lea la resolucion del problema 1y las definiciones y propiedades dadas desde la pagi-
na 34 hasta la pagina 38.

Lea desde la pagina 38 hasta la pagina 41: Suma y resta de radicales, Extraccion fuera
del signo radical, Producto de radicales y Racionalizacion de denominadores.

Resuelva el ejercicio 11 propuesto en el recuadro de la derecha de la pagina 39.
Lea la resolucién del problema 2 en la pagina 41.
Lea division de radicales en las paginas 41y 42.

Resuelva los items a), b) y ¢) del ejercicio 16 propuesto en el recuadro de la derecha
de la pagina 42.

Resuelva los ejercicios 1, 4, 5, 6, 7, 8 a), b) y g), 9 a) y 10 de la Guia de ejercitacién pro-
puesta en las paginas 43 a 47.

Antes de comenzar a estudiar la proxima unidad, usted debe realizar los ejer-
cicios de integracion correspondientes a la Unidad 1. Su realizacion es impres-
cindible. Al resolverlos trabajara aspectos vinculados con los contenidos de la
unidad que no fueron trabajados en las actividades que resolviéo hasta este
momento. También podra integrar los distintos contenidos de la unidad y auto-
evaluar si ya se encuentra en condiciones de pasar a estudiar la proxima uni-
dad.

iNo deje de realizarlos!
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Funciones

En esta unidad retomaremos el trabajo iniciado en Matematica A y B en
cuanto a las funciones como modelos para describir y analizar situaciones de

la realidad.

En relacién al concepto de funcién, incorporaremos nuevos elementos que
utilizaremos para analizar funciones definidas en el conjunto de los nimeros
reales y que nos permitirdn presentar otros tipos de funciones en las préximas
unidades.

Propdsitos de la unidad
En relacién con los contenidos de esta unidad, le proponemos que:
* Reconozca y utilice la simbologia matemdtica asociada al concepto de fun-
cién.
* Clasifique funciones.

* Identifique bajo qué condiciones es posible componer funciones y deter-
mine la funcién que resulta de la composicién.

* Identifique bajo qué condiciones la relacién inversa de una funcién es fun-
cién y determine la funcién inversa de diferentes funciones.

® Determine el dominio natural de una férmula.

* Analice la positividad y negatividad de una funcién utilizando el teorema
de Bolzano y su consecuencia.

* Identifique las condiciones que deben verificarse para que una funcién sea
creciente o decreciente en un intervalo.

* Identifique las condiciones que deben verificarse para que una funcién
alcance un mdximo o un minimo en un punto.

® Describa y analice situaciones de la realidad modeladas a través de una
funcién, utilizando todos los elementos que se trabajan en la unidad.

ACTIVIDAD N° 1: “OPTIMIZACION DEL PROCESO DE ELABO-
RACION DE UNA SUSTANCIA”

En la planta industrial K - S. A se utilizan varios tanques para realizar las diferentes eta-
pas del proceso de elaboracion de una sustancia.

El jefe de la planta quiere optimizar este proceso. Para eso decide realizar un analisis
exhaustivo de lo que ocurre con cada uno de los tanques que intervienen en las dife-
rentes etapas del proceso de elaboracion.
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Al observar durante 3 horas lo ocurrido en la primera etapa de elaboracion de la sus-
tancia, vio que en el tanque utilizado (al que llamaremos tanque 1) entraba la misma
cantidad de hectolitros por hora. Para continuar su anélisis una vez finalizado el proce-
so, construyo la siguiente tabla en la que consigno las cantidades de hectolitros de sus-
tancia que contuvo ese tanque en algunos instantes del periodo de observacion.
Daremos el nombre de “hora cero” (t = 0) a la hora en que se inicio la observacion.

t (en horas) 0 1 2 3

c (en hl) 2 2,5 3 3,5

A partir de la tabla anterior, responda las preguntas que siguen. Hagalo como si estu-
viera conversando con el jefe de la planta.

1. ¢En qué periodo de tiempo el jefe observé lo ocurrido con el contenido del tanque?

2. (Qué cantidad de hectolitros tenia el tanque al iniciarse la observacion? ;Y después
de 1 hora de observacién?

3. ¢Después de cuantas horas de observacion el tanque tuvo 3 hl de sustancia?

Al resolver la parte B podria encontrarse con términos o simbologia que no recuerda
o no conoce. En ese caso debera trabajar estos temas antes de continuar con el tra-
bajo de la unidad. Al finalizar el enunciado de la Parte B le damos las indicaciones que

lo orientaran para hacerlo con las Guias correspondientes a Matematica A y B.

Llamaremos c a la funcidon que expresa la cantidad de hectolitros de sustancia que tiene
el tanque 1 en cada instante del periodo de observacion.

1. ;Cudl es el dominio de la funcién ¢?

2. ;A qué esigual c(0)? ;Y c(1)?

3. ¢(Existe c 1(3)? En caso afirmativo, indique su valor.
4

. Escriba algunos de los pares ordenados que pertenecen a esta funcién. ;Puede escri-
birlos a todos? ;Por qué?

o

Represente graficamente la funcién c en un sistema coordenado cartesiano.

6. Elija entre las siguientes formulas la que expresa la cantidad de hectolitros que tiene
el tanque en cada instante del periodo de observacion:

e c¢(t)=05.1 c(t)=2.t+0,5 c(t)=05.t+2

B ——————
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‘ 7. Escriba la funcion ¢ en forma simbélica.

1 . . ..

1 8. ¢Cudl es el conjunto imagen de la funcién ¢?

1

1

|
Si los términos y la simbologia que aparecen en las preguntas anteriores le impiden dar res-
puesta a las mismas le sugerimos que trabaje este tema resolviendo las actividades propues-
tas en la Unidad N° 4 de Matematica A y en la Unidad N° 1 de Matematica B.

ORIENTACIONES

Si comparamos las respuestas a las preguntas 1, 2 y 3 de la Parte A con las de estos
mismos {tems en la Parte B veremos que estdn estrechamente vinculadas. Por ejem-

plo:

* Larespuesta a la pregunta 1. de la Parte A es: ¢l periodo de observacion del con-
tenido del tanque es desde la hora 0 a la hora 3.

* La respuesta a la pregunta 1. de la Parte B es: ¢l dominio de ¢ es [0 5 3].
Simbélicamente escribimos Dom ¢ = [0 ; 3].

Observe que en la Parte A las preguntas estan planteadas en términos de la situa-
cion que estamos analizando, mientras que en la Parte B las preguntas estan plan-
teadas usando términos y simbologia matematica.

Seguramente a usted le haya resultado mas sencillo expresarse en términos de la
situacion porque utiliza un lenguaje que le es familiar. Pero, también es necesa-
rio que pueda entender y expresarse en el lenguaje que utiliza la Matematica.
Quiza usted sienta que es un lenguaje demasiado complejo para aprenderlo
pero, no se preocupe, asociandolo con situaciones ya conocidas usted podra ir
incorporandolo poco a poco.

Para poder incorporar el lenguaje matematico, del mismo modo que cuando se
dispone a aprender cualquier otro lenguaje, usted debera usarlo. A partir de ello,
podra reflexionar sobre cdmo y para qué lo usa, qué palabras y simbolos nuevos
va aprendiendo, podra asociarlo a situaciones concretas que le resulten familia-
res, darle nombres a los conceptos y escribirlos con su expresion simbdlica.

Este trabajo le permitira familiarizarse progresivamente con los conceptos y el
lenguaje asociado con ellos.

* Las expresiones simbdlicas ¢(0) y c(1) expresan, respectivamente, a la imagen de
0y de 1 a través de la funcidn ¢ (es decir, la cantidad de hectolitros registrada a la
hora 0 yalahora1): ¢(0) =2y c(1) = 2,5.

e ¢ " (3) es la forma simbélica de expresar a la preimagen o imagen inversa de 3 a
través de c (es decir, la hora en la que el tanque contuvo 3 hl): ¢ 13) =2
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* De acuerdo con la tabla, algunos pares ordenados que pertenecen a la fun-
cién c son (05 2), (152,5), (25 3), (35 3,5). No podriamos escribirlos a
todos porque son infinitos debido a que la funcién ¢ expresa lo ocurrido en
cualquier instante del periodo de observacién.

* La representacién grdfica de la funcién c es:

Ay =c(t) (hl)

35F---------emes
3 R

1 »

4t (horas)

[ N L L
Wh-"rcrccee e a e a e

* La expresién simbdlica de la funcién que expresa lo observado en el tanque
en esta primera etapa es:

c:[053] - R/c(t) =0,5.t+2queselee “cde [0; 3] en R tal que
c(t) =0,5.t+2”.

En la expresién anterior, el intervalo [0 5 3] es el dominio de la funcién; R
(conjunto de los nimeros reales) es el conjunto de llegada y c(t) es la fér-
mula que vincula a los elementos del dominio con los elementos del con-

junto de llegada.

Para que la funcién c exprese la cantidad de hl que tiene el tanque en cual-
quier instante t del periodo de tiempo entre la hora 0 y la hora 3, el domi-
nio de la funcién debe ser [0 5 3] es decir, el conjunto formado por todos los
ndmeros reales que estdn entre 0 y 3. La tabla sélo nos muestra lo que ocu-
rre en algunos instantes de este periodo.

Si la notacion de intervalos no le resulta familiar retome lo trabajado sobre este tema
en la Unidad 2 de Matematica A.

El conjunto de llegada de la funcién c es el conjunto R, pero sélo resultan ser
imagen de algin elemento del dominio los nimeros reales que estdn entre 2 y
3,5; es decir, el intervalo [2 5 3,5]. Este es el conjunto imagen de la funcién c.

En simbolos: Im ¢ = [2 ; 3,5].
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El jefe de la planta continud con su analisis observando el resto de los tanques utiliza-
dos en las otras etapas de elaboracion de la sustancia. En cada caso representd gréfica-
mente lo observado en cada tanque durante un periodo de 3 horas. Los graficos reali-
zados por el jefe son los que le damos a continuacion. Cada uno de ellos expresa la fun-
cion que describe la cantidad de hectolitros de sustancia que contiene el tanque en cada
instante del periodo analizado.

A y=r(t) (hl) Ay =i (h) A y=n(t) (i)

4.4 41
"L
10
O 31 9
......... ' 8l
71
2 2 6
51
41
11 1 gL
21
' ' 14
! 1 1 i I > ! ! > ! ! I >
40 1 2 3 4t(horas) 1 0 4t(horas) 1 05 U 2 3 4t(horas)
TANQUE 2 TANQUE 3 TANQUE 4
A ¥ =m(t) (hl)
5.
A y =K(t) (hI) A y=g(t) (hl)
41 41
"L
10
9l 1 o
3 3 3
7
6 2 2
5
4
g 11 11
1
1 L > ! L > L L >
-1 ol 1 2 3 4, (horas) 4 0 1 2 3 4 (horas) -1 0 1 2 3 44 (horas)
TANQUE 5 TANQUE 6 TANQUE 7

Responda la siguiente consigna a partir de la observacién de las representaciones grafi-
cas de los contenidos de los tanques:

Complete las notaciones simbdlicas que le planteamos a continuacién de modo que en
cada funcién el conjunto de llegada coincida con el conjunto imagen de la misma. A
modo de ejemplo le mostramos las expresiones simbolicas de las funciones cy g.

e c:[0;3]> [2;3,5] /y=c(t) TANQUE 1
e 1:[0;3]> ... ly =r(t) TANQUE 2
e j:[0;3] > ... ly=jt) TANQUE 3
e n:[0;3]> ...... /'y =n(t) TANQUE 4
e k:[0;3]> ... /'y =k(t) TANQUE 5
e g:[0;3]1> {2} / y=9g(t) TANQUE 6
e m[0;3]> ... /'y = m(t) TANQUE 7
|
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ORIENTACIONES

Teniendo en cuenta que la consigna indica que el conjunto de llegada debe ser
el conjunto imagen de cada una de las funciones, por ejemplo, para el tanque
5, resulta:

k:[0;3]> [0;8] / y=k()

Si no tuviéramos que cumplir con este requisito podriamos haber definido
otra funcién que represente lo que ocurre en el tanque 5, por ejemplo:

z:[053] > [0510] /y=z(t)

En esta funcién el conjunto de llegada es un conjunto diferente del conjunto
imagen de la funcién. Si bien intuitivamente la funcién z es menos representa-
tiva de la situacién que modela, matemdticamente es posible definir ésta y otras
infinitas funciones que representen a la situacién. Para hacerlo debemos cuidar
que el conjunto de partida y la forma de relacionar los elementos del conjunto
de partida con los elementos del conjunto de llegada sean los mismos, y que el
conjunto de llegada contenga a los elementos del conjunto imagen. Es decir, en
este caso, el conjunto de llegada debe contener al conjunto [0 ; 8].

También describirfa lo que ocurre en el tanque 5 la siguiente funcién:
b: [053] >R /y=b(t

En las funciones z y b, el conjunto de llegada tiene otros elementos ademds de
los del conjunto imagen, ya que, por ejemplo, ambas tienen al 9 en el con-
junto de llegada y 9 no es imagen de ningtn elemento del dominio.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION SURYECTIVA O
SOBREYECTIVA

En todas las funciones que definié en la Parte C de esta actividad, el conjun-
to de llegada es igual al conjunto imagen. Es decir, todos los elementos del
conjunto de llegada son imagen de algin elemento del conjunto de partida.
Podemos decir también que no hay elementos en el conjunto de llegada que
no sean imagen de algtin elemento del conjunto de partida.

Las funciones que tienen esta caracteristica se llaman funciones suryectivas o
sobreyectivas.

1. Observe ahora solamente el gréafico de la funcion r que describe lo que ocurre con el
tanque 2, y responda las siguientes preguntas:

PP IR —
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a) Este tanque, ¢tiene en dos momentos distintos del periodo de observacién la
misma cantidad de sustancia? Si su respuesta es afirmativa, indique un par de
momentos en los que ocurra esto.

b) ¢ Algun elemento del conjunto imagen de r tiene mas de una preimagen? Si su res-
puesta es afirmativa, indique un elemento que lo verifique.

2. Observe ahora solamente el gréafico de la funcién k que describe lo ocurrido con el
tanque 5, y responda las siguientes preguntas:

a) Este tanque, ¢tiene en dos momentos distintos del periodo de observacion la
misma cantidad de sustancia? Si su respuesta es afirmativa, indique un par de
momentos en los que ocurra esto.

b) ¢ Algun elemento del conjunto imagen de k tiene mas de una preimagen? Si su res-
puesta es afirmativa, indique un elemento que lo verifique.

..________________________-»

ORIENTACIONES

En el tanque 2 no se registran durante el periodo de observacién dos momen-
tos distintos en los que el tanque tenga la misma cantidad de sustancia.

En el tanque 5 no ocurre lo mismo. Por ejemplo, tanto a la hora 1 como a la
hora 3, el tanque tiene 2 hl de sustancia.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION INYECTIVA Y FUNCION
BIYECTIVA

Observe que para la funcidn r, cualquiera sea el elemento del conjunto ima-
gen, éste tiene una tnica preimagen. O lo que es lo mismo, dos elementos
distintos del dominio no tienen la misma imagen.

Llamaremos funciones inyectivas a las funciones que tienen esta caracteristica.

En cambio, la funcién k tiene elementos del conjunto imagen (por ejemplo,
el 2) con mds de una preimagen. O también podemos decir que dos elemen-
tos distintos del dominio de k tienen la misma imagen. Por lo tanto, la fun-
cién k no es inyectiva.

Llamaremos funciones biyectivas a aquellas funciones que son inyectivas y
suryectivas (o sobreyectivas).
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1. En el siguiente grafico se han superpuesto los graficos correspondientes al tanque 2

y al tanque 6:
AY(h)
al
3 y =r(t)
2 : y=g(t)
11
1 0 1 2 3 4 t(horas)

Responda las siguientes preguntas a partir de la observacién del grafico:

a) ¢Tienen puntos en comun ambos graficos? Si su respuesta es afirmativa, indique
cuantos puntos en comun tienen los graficos de las funciones ry g.

b) De acuerdo con la situacion planteada, ¢ qué interpretacién le daria al hecho de que
los dos graficos tengan puntos en comun?

¢) ;Cual es la preimagen de 2 a través de la funcién r?
d) ;Hay algun otro elemento del dominio de r cuya imagen sea 2?

2. En el gréafico que sigue se han superpuesto los graficos correspondientes al tanque 5

y al tanque 6:
A Y (hD)
1L
10 L
91
8
7
6
5
4
3
2
1
l l ;
-1 0L 1 2 3 4 t (horas)

Responda las siguientes preguntas a partir de la observacién del grafico:

a) Los tanques 5y 6, tienen igual cantidad de sustancia en algun momento del perio-
do analizado? En caso afirmativo, indique cuando ocurre esto.

b) ¢ Cuantos puntos en comun tienen ambos graficos?
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3. A partir de lo realizado en los items 1.y 2. de esta parte de la actividad, intente des-
cribir un recurso que le permita decidir a partir del grafico cudndo una funcién es
inyectiva.

!
b

Analice, observando los graficos correspondientes a los tanques 1, 3, 4, 6y 7, si las fun-
ciones ¢, j, n, g y m son biyectivas.

1. Analice si las funciones que definimos a continuacién son inyectivas. (Sugerencia:
para responder construya las tablas de valores correspondientes a cada una de las
funciones).

f:{-1,2,57,9} o R/y=1f(x) =x + 1
g:{—2,—‘|,0,1,2}—>R/y=g(x)=x2
h:{-2,-1,0,1} = R/y=h(x)=x3
ji{-2-1,0,1,2} - R/y=jx =x*

2. A partir del andlisis que realiz6 en el item 1., decida si las siguientes funciones son
inyectivas. Si le hace falta represente graficamente las funciones y utilice el recurso
grafico para tomar su decision.

fRoR/y=Ffx)=x+1
g:R - R/y=g(x) =x*
h:R - R/y=h(x) =x*
PR-R/y=jx)=x*

3. Decida si las funciones dadas en los items 1. y 2. son sobreyectivas. Fundamente su
decision en cada caso.

4. ;Cudles de las funciones anteriores son biyectivas?

ORIENTACIONES

Las funciones definidas en el item 1. son diferentes de las funciones definidas
en el item 2. porque tienen conjuntos de partida diferentes. De todos modos
la funcién f del item 1. tiene la misma férmula que la funcién f del item 2. y
lo mismo ocurre con las funciones g, h y j.
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El hecho de que en el item 1. el conjunto de partida sea un conjunto finito le
permitié visualizar una a una las imdgenes de los elementos del conjunto de
partida y asi pudo clasificar la funcién con menos dificultad. Extendiendo esta
idea al {tem 2. usted también puede dar respuesta al mismo aunque el conjun-
to de partida en este caso sea un conjunto formado por infinitos elementos.

En la actividad anterior le acabamos de proponer un recurso que puede
resultarle de utilidad en muchas ocasiones en las que usted deba trabajar
con funciones definidas en conjuntos infinitos: pensar lo pedido a partir de
un conjunto finito de varios datos para que lo observado con ellos lo ayude
a pensar lo que ocurrira con el resto de los infinitos elementos del conjun-
to. Aunque no se lo propongamos en otras oportunidades, tenga en cuen-
ta este recurso cada vez que le pidamos que clasifique una funcion.

En lo que sigue daremos respuesta a lo solicitado en la Parte G:
e Las funciones fy h son biyectivas.

* Las funciones g y j no lo son. En ninguno de los dos casos se verifica la
inyectividad ni la sobreyectividad.

* La funcién g no es inyectiva porque hay elementos distintos del dominio
que tienen la misma imagen. Por ejemplo, g(-2) = 4y g(2) = 4.

* La funcién g no es sobreyectiva porque hay elementos del conjunto de lle-
gada que no pertenecen al conjunto imagen. Por ejemplo -1 pertenece al
conjunto de llegada pero no pertenece al conjunto imagen ya que a través de
la formula y = x* la imagen de cualquier valor x del dominio es siempre un
nimero positivo o cero.

., , 2 . ) .
Para que una funcién de férmula y = x” sea biyectiva debe tener un domi-
nio y un conjunto de llegada adecuados.

Para garantizar la inyectividad, el dominio debe ser un subconjunto de
ndmeros reales en el que se verifique que dos elementos distintos no tengan
la misma imagen. Ese conjunto puede ser, por ejemplo R_ .

Para asegurar la sobreyectividad, el conjunto de llegada debe coincidir con
el conjunto imagen, es decir R_,. Por ejemplo, entonces:

k: R,-R,/ k(x) = x* resulta biyectiva.

1. Analice si las siguientes relaciones son funciones. En los casos que no lo sean, indique
la razén que lo impide. Si dicha razén fuera que algun elemento del conjunto de par-
tida no tiene imagen, indique cudl es ese numero.

e
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Si no recuerda qué condiciones debe cumplir una relacion para ser funcion, revise este concepto
en la Unidad 4 de Matematica A.

1
a) f:{-2,-1;0;1; 2} - R/f(x) =—
X
9:{0; 1; 2; 3; 4} - R/g(x)=l
X
h: {1; 2; 3} - R/h(x)=l
X

b) f: {-4;-2; -1; 0; 1; 2; 4} - R/ f(x) = V/x
9:{0; 1;2;3; 4} - R/g(x) = /x

2. Escriba el dominio de cada una de las relaciones anteriores.

3. En el item 1. a) definimos tres relaciones distintas utilizando como férmula la cuenta
y =%. Como conjunto de partida usamos un conjunto finito distinto en cada caso. De
acuerdo con sus respuestas a los items 1.y 2., responda las siguientes preguntas:

a) ; Qué numero del conjunto de partida queda excluido del dominio de la relacién si
tomamos como conjunto de partida al conjunto R? ;Por qué?

1
b) ; Cual es el dominio de la relacion f: R — R/ f(x) =—?
X

4. En el item 1. b) definimos dos relaciones diferentes utilizando como férmula la
cuenta y =+/x , y como conjunto de partida un conjunto finito. De acuerdo con
sus respuestas a los items 1.y 2., responda las siguientes preguntas:

a) ; Qué numeros del conjunto de partida quedan excluidos del dominio de la relacién
si tomamos como conjunto de partida al conjunto R? ;Por qué?

b) Cudl es el dominio de la relacién g: R - R/ g(x) = Wx ?

-.________________________________________________________»

ORIENTACIONES

El dominio de la relacién f definida en el {tem 3. de la Parte H es R - {0} ya
que no es posible dividir por cero. Este conjunto incluye a los dominios de
todas las relaciones consideradas en el ftem 1. a) ya que todas tienen la misma
férmula que f.

El dominio de la relacién g definida en el ftem 4. es R porque no se puede
calcular la raiz cuadrada de un niimero negativo en el (;onjunto de los nime-
ros reales. Este conjunto incluye a los dominios de todas las relaciones consi-
deradas en el item 1. b) ya que todas tienen la misma férmula que g.

Matematica C ® UNIDAD 2 j a3
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EN TERMINOS MATEMATICOS: DOMINIO NATURAL DE UNA FORMULA

Al conjunto R - {0} lo llamamos dominio natural de la férmula f(x). El
dominio natural de la férmula g(x) es el conjunto R,

En general, llamamos dominio natural de una férmula al conjunto que
incluye a todos los dominios posibles de la misma.

Determine el dominio natural de las siguientes formulas:

<
I
—
<
I
§|| - X X
+ 1
—_ —

y

y:

<
1l

x-2).(x+2)

ACTIVIDAD N° 2: “PRESUPUESTO PARA LA COMPRA DE CEMENTO”

Mauro acaba de comprar una casa. A pesar de que su presupuesto es bastante ajustado
planea hacer remodelaciones a medida que vaya ahorrando unos pesitos. Para averiguar
precios visita varios corralones de venta de materiales para la construccion. Al finalizar
el recorrido y después de comparar todos los presupuestos, decide que empezard por
comprar bolsas de cemento. El corralén con el mejor precio le cobra $ 0,25 el kg. El
todavia no sabe qué cantidad de cemento necesitara para la obra, pero como es muy
previsor quiere ir haciendo algunos calculos. Para ello utiliza unos operadores que
aprendid en el colegio:

50 ——— 3 e
89 — . B
123——— > e, —_— e
178 —— > e, B
23— e, B
cuenta resultado
vy | > EDUCACION ADULTOS 2000 ® Matemética
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Responda las siguientes consignas teniendo en cuenta la informacién anterior:

1. En el operador que armé Mauro, el dato que ingresa representa una posible canti-
dad de kilogramos de cemento a comprar y el dato que sale representa el precio que
pagaria si comprase esa cantidad. Le pedimos que lo complete. Es decir, escriba la
cuenta que debe realizar para calcular la cantidad a pagar segun la cantidad de
cemento que compre, y escriba también las cantidades de dinero a pagar por com-
prar las cantidades indicadas.

2. a) ;Qué operacion realiza este operador con cualquier dato que ingresa?

b) Escriba la formula con que el operador obtiene el dato de salida correspondiente
a cada dato que ingresa.

Al armar su presupuesto, Mauro también debe calcular que por entregar la compra a
domicilio le cobran $ 10 mds en concepto de flete. En su cuaderno dibuja lo siguiente:

|

I | I
50 — $0,25.50 —> $ 12,50 —> Mas — e
89 — $025.89 —> $ 22,25 —> $10 PR
123 —> $0,25.123 —> $ 30,75 —> por .
178 — $0,25.178 —>  $44,50 — flete e
243 — $0,25.243 —>  $60,75 — s
x —» $0,25.x — 0,25 . x — B

| I |

]

De acuerdo con la nueva informacién responda las siguientes consignas:

1. Complete el segundo operador que armé Mauro, de modo que cada dato de salida
represente el precio que pagara por recibir la compra de cemento en su domicilio.

2. ;{Qué operacion realiza el segundo operador con cada dato que ingresa?

3. Escriba la féormula con que el sequndo “operador” obtiene el dato de salida corres-
pondiente a cada dato que ingresa.

4. Escriba la formula que permite calcular el precio y a pagar por entrega en domicilio
de una cantidad x (en kg) de cemento.
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ORIENTACIONES

Llamaremos “operador compuesto” a una secuencia de operadores como la
que utiliz6 Mauro para armar el presupuesto a pagar por comprar cierta can-
tidad de cemento y que la misma sea entregada en su domicilio. Este “opera-
dor compuesto” estd formado por dos “operadores elementales” encadena-
dos de modo que el dato que sale del primer operador ingresa al segundo para
ser operado en él.

Si llamamos f al primero de los operadores usado por Mauro y g al segundo,
podriamos representar al “operador compuesto” asi:

f(x) g(x)

X —>» — fx) —> — g [f(x)]

| | | |

El operador f(x) multiplica por 0,25 cada dato que ingresa, y el operador g(x)
suma 10 a cada dato que ingresa. Cuando cualquier valor x ingresa al “opera-
dor compuesto” anterior, el valor y de salida se obtiene operando en primer
lugar con el valor de x en el operador fy en segundo lugar operando con el
resultado obtenido, f(x), en el operador g. Simbdlicamente lo expresamos ast:

y =g [f®] =0,25.x + 10

EN TERMINOS MATEMATICOS: FORMULA COMPUESTA

A continuacién representaremos al “operador compuesto” anterior sin que se
vean los “operadores elementales” que lo forman.

Al operador:

f(x) g(x)

x —> — ) —> / —> g [f)]

>

| | |

Lo representaremos asi:

x —> (gof) ® —> g [f(x)]
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o



J mate-c.qgxd 27/04/05 11:42 a.m Pagi na 47 $

Leeremos la expresién simbdlica (g o ) como “g compuesta con £”.

Preste mucha atencién al orden en el que intervienen los “operadores elemen-

tales” en el “operador compuesto” y a la forma en que se escribe esto simbdli-

camente.

A la férmula que obtenemos al componer dos operadores elementales la lla-

maremos férmula compuesta.

1.

Si ahora llamamos:

f a un operador que eleva al cuadrado el dato que ingresa.
g a un operador que suma 5 al dato que ingresa.
h a un operador que eleva al cubo al dato que ingresa.

j @ un operador que divide por 2 al dato que ingresa.

Responda las siguientes consignas:

Obtenga la formula de cada uno de los siguientes operadores compuestos. (Sugerencia:
en cada caso, arme la secuencia de operadores elementales que intervienen en el ope-
rador compuesto vy, si le hace falta, asignele a x valores numéricos que le permitan
visualizar las operaciones que intervienen y el orden en el que lo hacen.)

a) b)

|
|
|

x —»(fog) (x) — x —»(gof) (x) —

d)

|
|

|
[

Xx —»(hoj) (xX) — x —»(joh) (x) —

|
|

|
[

x —»(hog) (x) — x —»(goh) (x) —

]

|
|
|

. Responda las siguientes preguntas referidas a lo que trabajé en el item 1.:

a) Compare la formula obtenida en el item 1.a) con la obtenida en el item 1. b) ;Son
iguales?

b) ;Y la obtenida en 1. c) respecto de la que obtuvo en 1. d)? ;Y la que encontré en
1. e) respecto de la que encontré en 1. f)?

¢) En general, ;coémo cree que resultara la férmula de (f o g)(x) respecto de la féormu-
la de (g o f)(x) para cualquier par de operadores f(x) y g(x)?
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ORIENTACIONES

De acuerdo con lo realizado en la Parte C de esta actividad podemos observar
que no obtenemos la misma férmula al armar el operador compuesto

(f o g)(x) que al armar el operador (g o f)(x):
(Fog)x) =flg®]=(x+5) (gof)® =g[fx) ] =x"+5

Si las formulas que obtuvo le quedaron exactamente al revés que éstas,
vuelva a mirar en “En términos matematicos” la forma en que se simboli-
za la composicion y el orden en que intervienen los operadores elementa-
les. Trate de visualizar alli cudl de los dos operadores interviene primero
en la composicion cuando escribimos simbdlicamente (f o g)(x).

También resultan distintas la férmula de (h o j)(x) respecto de la férmula de

(j o h)(x) y la de (h 0 g)(x) respecto de la de (g o h)(x).

Podemos concluir entonces que, en general, no obtenemos la misma férmula
al armar un operador compuesto en un orden u otro. M4ds adelante comple-
taremos esta idea.

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Qué numeros tendran “salida” en el conjunto de los nimeros reales a través del
siguiente operador compuesto? Para responder complete la secuencia:

0 — — — —_— e
4 —> Divide P e —> Calcula — e
-4 > por 2 e — raiz cuadrada —
8 —> aldato e —> al dato — e
-8 —> que — — que — e
X — ingresa — — ingresa — e
] I I [

2. En general, ;qué numeros pueden tener salida a través del operador compuesto
anterior? ;Por qué?

a8 |} > EDUCACION ADULTOS 2000 » Matematica

N o



J mate-c.qgxd 27/04/05 11:42 a.m Pagi na 49 $

ORIENTACIONES

Usted debe haber verificado que hay valores que ingresan al operador com-
puesto anterior para los que no hay ningin valor de “salida”. Por ejemplo -8
cuyo valor de salida de j(x) es -4, no puede ser operado en k(x) porque no
existe la rafz cuadrada de un nimero negativo en el conjunto de los ndmeros
reales. Ningtin valor de x negativo tendrd salida a través del operador com-
puesto (k o j)(x) ya que al dividir por 2 a un nimero negativo el resultado
siempre serd negativo y ninguno de estos nimeros podrd ser operado en k.
Cualquier otro valor tiene salida a través del operador compuesto ya que cual-
quier ndmero no negativo dividido por 2 da resultado no negativo y para cual-
quier nimero no negativo existe su rafz cuadrada en el conjunto R.

Si tiene dudas sobre radicaciéon en el conjunto de los niumeros reales, retome este
tema en la Unidad 1 de esta Guia de estudio.

En general, para que un nimero que “ingresa” a un operador compuesto tenga
“salida” a través del mismo debe ocurrir que:

o Tenga “salida” a través del primer operador.

e El nimero que sale del primer operador pueda ser operado en el segundo.

3. Si pensamos en una funcién j cuya férmula sea la definida por el operador j(x) del
item 1., es decir, por ejemplo:

X
.:R—rR/.(X)z—
! j 2

¢Qué nombre recibe el conjunto formado por todos los elementos que estan en la
“salida” del “operador” j(x)?

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION COMPUESTA

El conjunto formado por todos los elementos que estdn en la “salida” del primer
operador es el conjunto imagen de la primera funcién. En este caso, Im j.

El conjunto formado por los elementos que pueden ser operados a través del
segundo operador son los elementos pertenecientes al dominio de la segunda
funcién. En este caso, Dom k.

La composicién (k o j)(x) no es funcién de R en R ya que no todos los ele-
mentos del conjunto imagen de j pertenecen al dominio de k.

En general para cualquier par de funciones fy g, diremos que la composicién
(f o g) es funcién si todos los elementos del conjunto imagen de g (elementos
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de salida de g) pertenecen al dominio de f (elementos que pueden ser opera-
dos a través de f).

*

El simbolo [ se lee Simbélicamente:

“incluido en”. Se dice
que un conjunto A esta ~ Dadasf: A -~ B/y=1(x) yg: C -~ D /y = g(x), tales que Im g 0 A*, puede
incluido en otro conjun-
to B si todos los elemen-

tos del conjunto Aperte-  remos funcién f compuesta con g.
necen al conjunto B.

obtenerse una funcién (fo g): C -~ B/ (fo g) (x) = f [g(x)] a la que llama-

Para los siguientes operadores elementales:

f(x) = x° g(x) =x-5 00 =Vx

1. Obtenga las formulas de los operadores compuestos que se indican en cada caso:
* (fog)(x)=flg ()]
* (@oj) (¥ =glj(x)]

(jog)(x)=jlg ()]

(jogof)(x)=jlg[f(x)I]

e (gofo)) )=glf[j ()]l

Si la notacion simbélica le genera dificultades revise las actividades anteriores y la notacion intro-
ducida en ellas.

2. Analice en cuales de las composiciones anteriores el operador compuesto define una
funcién si consideramos que fy g son funciones definidas de R en R, y que la funciéon
j esta definida de R_; en R.

3. Encuentre cada uno de los operadores elementales que intervienen en las composi-
ciones que determinan los siguientes operadores compuestos. Es decir, indique en
cada caso qué operacion realiza cada operador elemental:

2
mmeuhpnnmn=(§ﬂ

X2+ 1

b) (s, rop) (X)=s[r[pkx)]l=
2
A (rys,P) () =rls[px]l= X?+1

2
mm%9m=umwm=(§+1
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ORIENTACIONES

Los operadores p, ry s que intervienen en todas las composiciones anteriores
son:
X

pX) = x rx) =x+1 s(x) = 3

Mauro sigue analizando su presupuesto y se le ocurre que deberia hacer sus cuentas “al
revés”. Es decir, calcular qué cantidad de cemento podria comprar en funcién de la can-
tidad de dinero que pudiera ir ahorrando. Decide entonces “deshacer” sus cuentas ante-
riores para poder encontrar una formula que le permita calcular la cantidad de cemen-
to que puede comprar de acuerdo con la cantidad de dinero que tenga.

Responda las siguientes consignas de acuerdo con la informacién anterior:

1. Complete el siguiente operador de modo que el mismo “deshaga” las operaciones
realizadas por el primer operador utilizado por Mauro. Ahora cada dato que ingresa
debe representar el precio a pagar por comprar cierta cantidad de cemento (sin tener
en cuenta el flete) y el dato que sale debe representar la cantidad de cemento que
Mauro puede comprar con esa cantidad de dinero.

—> $12,50 —> e, B

—> $ 22,25 — s B
—> $ 30,75 — e, B
—> $4450 —> e, B

—> $60,75 — e, B

cuenta resultado
2. ;Qué operacion realiza este operador con cada dato que ingresa?

3. Escriba la férmula con que este operador obtiene el dato de salida correspondiente
a cada dato que ingresa.

ORIENTACIONES

El operador que “deshace” lo hecho por el primer operador utilizado por
Mauro divide por 0,25 a cada dato que ingresa.

Decimos que el operador que “divide por 0,25 es el “operador inverso” del
operador que “multiplica por 0,25”.
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La férmula con que este operador obtiene cada dato y de salida correspon-

x
diente a cada dato x que ingresa es y = 025

Observe que los datos que salen del “operador inverso” son los mismos que
fueron los datos de entrada en el primer operador que utilizé Mauro.
q

EN TERMINOS MATEMATICOS: FORMULA INVERSA

En general llamaremos “operador inverso” a aquel que “deshace” lo hecho por
otro operador.

Alaférmulay = la llamaremos férmula inversa de la f6rmulay = 0,25 . x

x
0,25
Si llamamos f(x) a la férmula expresada por un operador cualquiera, simboli-

-1 . :
zaremos con f  (x) a la férmula expresada por su operador inverso.

1. Escriba, en cada caso, la cuenta que realiza el “operador inverso” de cada uno de los
operadores dados:

2. Escriba las formulas que expresan los operadores g(x), h(x) y j(x) y las de sus respecti-
vos operadores inversos g'1(x), h'1(x) y j'1(x).

|

1

a) i
1

R T N et L i
— | sumal0 [ T ] e [ i
" |
1

_ [he L I ew L i
T Jelevaalcubo [ T [ i
Q) i
| J0 L — I ' L i

calcula raiz 1

| cuadrada [ T ] [ :
|

1

1

]

1

[ |
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Obtenga las formulas que expresan a cada uno de los siguientes operadores compuestos
utilizando las férmulas que obtuvo en el item 2. de la Parte G:

1.(gog™M(® y (909X
2. (hoh™(x) y (hoh)(x)
3. joj ™M X y G o)) X

ORIENTACIONES

El operador compuesto (g o g (%) tiene la misma férmula que el operador
compuesto (g'lo g) (x). Simbdlicamente:

(808 )(x) = (g 09k =x
Ocurre lo mismo con los demds operadores compuestos pedidos en la Parte H.

Estos resultados nos permiten completar las conclusiones que habfamos obte-
nido en la Parte C de esta actividad. Alli habfamos observado que, en gene-
ral, no obtenemos la misma férmula al componer dos operadores cualquiera
en un orden u otro. Lo hecho en la Parte H de esta actividad nos permite
agregar que cuando se componen entre s{ “operadores inversos”, el resultado
de la composicién es el mismo en un orden u otro.

Ademds, en todas las composiciones pedidas en la Parte H, podemos obser-
var que el resultado de componer un operador con su operador inverso es
siempre x, es decir, el dato de salida del operador compuesto es el mismo dato
que ingresa. ;Por qué? Le dejamos planteada esta inquietud.

Mauro habia armado la formula y = 0,25 . x + 10 para calcular cuanto deberia pagar por
recibir en su domicilio una cantidad x de cemento.

1. Dibuje la secuencia de operadores elementales tales que si al primero de ellos entra
el dato x, el dato de salida del segundo sea 0,25 . x + 10

2. ¢Con qué operadores puede “deshacer” cada una de las operaciones efectuadas por
los operadores que intervienen en la secuencia anterior?

. ¢Cual de las dos operaciones es la que debe “deshacer” primero?

4. Dibuje la secuencia de operadores elementales que permite “deshacer” la secuencia
de operadores que dio en el item 1..

5. Escriba la férmula del operador inverso del operadory = 0,25 . x + 10

e
w
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ORIENTACIONES

La secuencia de operadores elementales que determinan la férmula
y =0,25.x + 10 es:

. I |

x —»multiplica —> 0,25 . x—» suma 10 —>y =0,25.x +10

por 0,25

L | |

Para “deshacer” lo hecho por este operador debemos comenzar por “deshacer” lo

hecho por el tltimo operador que intervino en la composicién (el que suma 10).
La secuencia que “deshace” lo hecho por el operador compuesto anterior es:

[ I L

y =0,25.x +10— resta 10— 0,25.x —> divide por— x

i e N

Considerando las cuentas que realiza cada operador elemental de la dltima
secuencia, y llamando x a cualquier dato que ingrese a la misma, nos queda:
p— L L
x-10
0,25
I ] [

La férmula del operador inverso es:

x — restal0 — x-10 — divide por 0,25

_ x-10
Y=70,25

0.25 es la férmula inversa de

También podemos decir que y =

y=025.x+10

De acuerdo con lo hecho en las Partes F, G, H e |, escriba las férmulas inversas de cada
una de las siguientes férmulas. (Sugerencia: dibuje la secuencia de operadores corres-
pondientes a cada una de ellas y la secuencia de operadores que “deshace” lo hecho por
la primera):

3K

o = 2 [ - — -

h(xX)=3.x"+4 h (x) 7 8
3

eh() =3. (x+4)> -h(x)=VX2'78

P —————
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0h(x)=(3.x+4)2 0h(x)=i/E
27

eh(x)=(3.x)%+4 -h(x):i/z-S
27

1. Dibuje el operador que representa a la funcion:

.---->

f:{-2;-1;0;1; 2} - {0; 1; 4}/ f(x) = x2

y responda las siguientes consignas:
a) ;Cudl es su operador inverso? Represéntelo.
b) Escriba la férmula inversa de f(x).
¢) Si llamamos ' a la relacion inversa de f:
® ;Cual es el conjunto de partida de f 1
e (Cual es el conjunto de llegada de f 2
o ;Esf ™ funcion de {0; 1; 4} en {-2; -1; 0; 1; 2}? ;Por qué?

2. A partir del analisis realizado en el item 1. decida si las relaciones inversas de las
siguientes funciones son funciones. Justifique su respuesta lo mas ampliamente que
pueda. (Sugerencia: si le hace falta, arme los operadores correspondientes).

e g:{0;1;2;3} - {0; 1; 4; 9}/ g(x) = X*
e h:R - RZ(,/h(x)=x2

* iR~ Rzolj(x)=x2

ORIENTACIONES
La relacién £ 7% {05 15 4} — {-2; -15 05 15 2} no es funcién ya que el 1 y el 4

del conjunto de partida tienen dos imdgenes en el conjunto de llegada.
sPor qué ocurre esto? Porque la funcién f no es inyectiva ya que hay elemen-

tos distintos del conjunto de partida que tienen la misma imagen (por ejem-
plo 1 y -1 tienen por imagen a 1). Lo mismo ocurre con la funcién

h:R - Rzolh(x) - x.

Sin embargo, gy j son inyectivas y sus relaciones inversas son funciones.
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3. Decida si las relaciones inversas de las siguientes funciones son funciones. Justifique
su respuesta lo mas ampliamente que pueda. (Si le hace falta, arme los operadores
correspondientes.)

e k:{0;1;2} = {4;-1:0; 1; 4} / k(x) = x°
en:{0;1; 2} - {O; 1;4}/n(x)=x2

-m:RZO - RZo/m(x)=x2

ORIENTACIONES

La relacién k™' {-45 -1: 05 134} ~ {05152} / k™ (x) =+/x no es funcién
ya que -1y -4 del conjunto de partida no tienen imagen a través de k ™.

sPor qué ocurre esto? Porque la funcién k no es sobreyectiva, es decir, hay ele-
mentos del conjunto de llegada de k que no son imagen de ningtin elemento
del conjunto de partida. Al invertir la relacién estos elementos, que en la fun-
cién k forman parte del conjunto de llegada, en k' pasan a formar parte del
conjunto de partida y al no tener imagen la relacién inversa no es funcién.

. 1 -1 , . .
Las relaciones n™ y m™ si son funciones debido a que las funciones n y m son
inyectivas y sobreyectivas, o sea que ambas son biyectivas. Lo mismo ocurre
con las funciones gy j del item 2.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION INVERSA

La relacién inversa de una funcién f: A -~ B/ y = f(x) es una funcién
f :B_oAly=f"(x

si y s6lo si la funcién f es biyectiva.

Ademds debe verificarse que (f o H®=>F"f) ®-=x para todo x per-

teneciente al dominio de la funcién compuesta.
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ACTIVIDAD N° 3: “TEMPERATURA DE LA SUSTANCIA DURANTE SU ELABORACION”

El jefe de la planta industrial K - S. A continua investigando el proceso de elaboracion
de la sustancia. Esta vez se dedicd a analizar la evolucion de la temperatura de la sus-
tancia en las diferentes etapas del proceso de elaboracién. De acuerdo con los registros
realizados por un aparato durante un periodo de 13 horas, el jefe de la planta construyo
el siguiente grafico en el que representd la temperatura de la sustancia (en °C) en fun-
cion del tiempo transcurrido (medido en horas). Por cuestiones técnicas directamente
vinculadas a las caracteristicas de la sustancia en elaboracion, el jefe eligio tomar como

t =0 al instante en que la temperatura registrada fue de -3 °C.

AT (°C)
6_- ....................................

! ! =

T T >

S5 6 7 8 t(horas

corresponde a la funcién T:

1.

2
3
4,
5
6

¢Cual o cuales son los ceros de la funcién T? Escriba C °.

¢Cuales son los intervalos de crecimiento de la funcién T? Escribalos.

. ¢Cuéles son los intervalos de positividad de la funciéon T? Escriba C*.

. ¢Cudles son los intervalos de negatividad de la funcién T? Escriba C .

. ¢Cuéles son los maximos y minimos de la funcién T? Escribalos.

. ¢Cudles son los intervalos de decrecimiento de la funcion T? Escribalos.

Responda las siguientes preguntas a partir de la observacién del grafico anterior, que

Si los términos y la simbologia utilizada en las preguntas anteriores le resultan desconocidos,

trabajelos previamente en la Unidad 1 de Matematica B.

o
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ORIENTACIONES

e Los ceros de la funcién T son t = - 2 y t = 2 ya que la temperatura de la sus-
tancia es de 0 °C en esos dos instantes. En simbolos: T(-2) = 0 y T(2) = 0.
Al conjunto formado por todos los ceros de la funcién lo escribimos:

Cc’={2;2}

e Entre los instantes t = -2 y t = 2 la temperatura de la sustancia es menor que
cero, por esa razén el conjunto (-2 3 2) es un intervalo de negatividad de la
funcién T. En simbolos:

C =(232)

e Entre t = - 6 y t = - 2 la sustancia alcanza temperaturas mayores que cero.
Lo mismo ocurre entre t = 2 y t = 7. Por lo tanto, los conjuntos (-6 5 -2) y
(2 5 7) son intervalos de positividad de la funcién T. En simbolos:

C'=(-6;-20237)

e La temperatura de la sustancia aumenta entre t = 0 y t = 4, por esa razén la
funcién T es creciente en el intervalo (0 ; 4). La temperatura de la sustancia
disminuye en los demds periodos de andlisis. Por lo tanto, la funcién T es
decreciente en los intervalos (-6 5 0) y (4 5 7).

e La sustancia alcanzé su temperatura mds baja de 3 °C bajo cero en el ins-
tante t = 0. Decimos que la funcién T alcanza un minimo en t = 0 y que el
minimo valor alcanzado es T = - 3.

e La sustancia alcanzé su temperatura mds alta en el instante t = 4 y dicha
temperatura fue de 6 °C. Decimos que la funcién T alcanza un méximo en
t = 4 y el mdximo valor alcanzado es T = 6.

1. Observe el grafico de la funciéon T en el intervalo en el que la funcién esta creciendo
y responda las siguientes preguntas:

a) Observando que t =2y t =3 pertenecen a este intervalo, y que la hora 2 es ante-
rior a la hora 3, ;qué puede decir de la temperatura de la sustancia en la hora 2 res-
pecto de la temperatura de la sustancia en la hora 3?

b) Lea los simbolos y responda:
t=2yt=30(0;4), 2 < 3 entonces: ;Coémo son entre si T(2) y T(3)?

) Si t, y t, son dos tiempos cualesquiera del intervalo (0 ; 4), de tal manera que t, < t,,
¢cémo son entre si T(t,) y T(t,)?

B ——
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2. Observe ahora el grafico de la funcién T en el intervalo (4 ; 7) y responda las siguien-
tes preguntas:

a) Siendo t =5y t = 6 valores que pertenecen a este intervalo, ;qué puede decir de la
temperatura de la sustancia en t = 5 respecto de la temperatura de la sustancia en
t=6?

b) Lea los simbolos y responda:
t=5yt=60(4;7),5<6 entonces: ;como son entre si T(5) y T(6)?

) Si t,y t, son dos tiempos cualesquiera del intervalo (4 ; 7), de tal manera que
t, < t,, (como son entre si T(t,) y T(t,)?

3. ¢Qué diria sobre el crecimiento de la funcién en el intervalo (-2 ; 2)?

'_______________________»

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION CRECIENTE Y FUNCION
DECRECIENTE

o Si expresamos en simbolos matemdticos lo que ocurre con la funcién T en
el intervalo (0 ; 4), resulta que:
Sit, y t, son dos tiempos cualesquiera pertenecientes a ese intervalo, de
tal manera que t; < t, ocurre que T(t)) < T(t,).
En general, cuando una funcién f es estrictamente creciente en un inter-
valo, para cualquier x; y x, pertenecientes al intervalo se verifica que si
X, < X, entonces f(x,) < f(x,).

* Si expresamos en simbolos matemdticos lo que ocurre con la funcién T,
por ejemplo, en el intervalo (4 5 7), resulta que:
Sit; yt, son dos tiempos cualesquiera de ese intervalo, de tal manera que
t, < t, ocurre que T(t) > T(t,).
En general, cuando una funcién f es estrictamente decreciente en un inter-
valo, para cualquier x; y x, pertenecientes al intervalo se verifica que si
X, < X, entonces f(x,) > f(x,).

e La funcién T decrece en (- 2 5 0) y crece en (0 5 2). En casos como éste
diremos que la funcién no crece ni decrece en el intervalo (- 2 5 2).
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El proceso de elaboracion de la sustancia puede ser alterado en su ultima hora con el
objetivo de que la temperatura de la misma comience a aumentar en lugar de continuar
disminuyendo. La representacion gréfica del proceso completo con esta modificacion es:

AT (°C)

I N\
) /

A partir de la observacién del grafico anterior, responda las siguientes preguntas:
1. ¢Qué ocurre con la temperatura de la sustancia en los instantes previos a t = 6?
2. ;Qué ocurre con la temperatura de la sustancia en los instantes posteriores a t = 6?

3. ¢Como es la temperatura de la sustancia en t = 6 respecto de la temperatura de la
sustancia en los instantes previos y posteriores a t = 6?

ORTENTACIONES

La temperatura de la sustancia en t = 6 es la mds baja entre todas las tempe-
raturas registradas en los instantes previos y posteriores cercanos a t = 6. Si
bien la temperatura de la sustancia en este instante no es la mds baja de todo
el periodo de elaboracidn, si es la temperatura mds baja registrada para ins-
tantes t pertenecientes a un intervalo de valores tomados alrededor de t = 6.

EN TERMINOS MATEMATICOS: MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES
O RELATIVOS

De acuerdo con lo observado sobre la temperatura de la sustancia en t = 6,
decimos que la funcién T alcanza un minimo local o relativo en t = 6.

En general, en una funcién f: A — B /y = f(x) diremos que:

¢ f(a) es un minimo local o relativo de la funcién f, o que la funcién f alcan-
za un minimo local en x = a, si el valor f(a) es menor que los valores f(x)
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alcanzados para valores de x pertenecientes a un intervalo de valores toma-
dos alrededor de x = a. Si ademds f(a) es menor que f(x) para cualquier x
perteneciente al dominio de la funcién, entonces en x = a la funcién
alcanza un minimo absoluto.

¢ f(a) es un méaximo local o relativo de la funcién f, o que la funcién f
alcanza un mdximo local en x = a, si el valor f(a) es mayor que los valores
f(x) alcanzados para valores de x pertenecientes a un intervalo de valores
tomados alrededor de x = a. Si ademds f(a) es mayor que f(x) para cual-
quier x perteneciente al dominio de la funcién, entonces en x = a la fun-
cién alcanza un méximo absoluto.

ACTIVIDAD N° 4: “INFORME SOBRE EL PROCESO DE ELABORACION DE LA
SUSTANCIA”

Para escribir sus conclusiones y elaborar el informe final, el jefe de la planta consulta
algunos informes recibidos por Internet referidos al proceso de elaboracién de otras sus-
tancias de caracteristicas similares a los de la sustancia que elabora su planta.

Algunas de las cuestiones observadas en relacion con la temperatura de dos sustancias
Ay B durante sus procesos de elaboracion son:

Sustancia A:

El proceso de elaboracion de la sustancia dura 9 horas.

Se elige a t = -4 como el instante de inicio de las observaciones.

La temperatura de la sustancia es de 0 °C dnicamenteent=-1yt=3.
La temperatura de la sustancia en t = -3 es negativa.

La temperatura de la sustancia ent =1y en t = 4 es positiva.

La funcidn que representa la temperatura de la sustancia en funcién del tiempo de ela-
boracidn transcurrido es continua.

Sustancia B:

El proceso de elaboracion de la sustancia dura 10 horas.
Las observaciones se registran a partir de un instante que se consigna como t = -5.

La funcidn que representa la temperatura de la sustancia en funcion del tiempo de ela-
boracion transcurrido es continua.

La temperatura de la sustancia vale 0 °C sélo en 3 instantes de su periodo de elabora-
cion:ent=-4,t=0yt=3.
La temperatura en t = -2 es menor que cero.

La temperatura de la sustancia es positiva en t = -3.
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Luego de leer ambos informes un par de veces el jefe se da cuenta que algo no le cierra.
Para continuar con su analisis, pero visualizando mejor lo ocurrido, decide representar
graficamente las funciones que expresan la temperatura de cada una de esas sustancias
en el proceso de elaboracion.

La gréfica de una funcién continua no se “corta” a lo largo de toda la
representacion. Es una grafica que podemos realizar sin levantar el lapiz
del papel.

Le pedimos que colabore con el jefe de la planta en su tarea:

1. Represente graficamente, siempre y cuando sea posible, una funcién que verifique
todas las condiciones enunciadas sobre la temperatura de la sustancia A en su proce-
so de elaboracion.

2. Represente graficamente, siempre y cuando sea posible, una funcién que verifique
todas las condiciones enunciadas sobre la temperatura de la sustancia B en su proce-
so de elaboracion.

ORIENTACIONES
Una representacién gréfica posible para la evolucién de la temperatura de la
sustancia A es:

ATCO)
5|

w

4 3 2 /1 0 1T 2 3 4 5 {(hors)

Decimos que el anterior es un gréfico “posible” porque no es el tinico que veri-
fica todas las condiciones enumeradas para la temperatura de la sustancia A.
El suyo puede no coincidir con el nuestro y ser igualmente correcto.
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Para la sustancia B se confirman las sospechas del jefe de la planta: no es posi-
ble representar una funcién que cumpla con todas las condiciones descriptas
para la temperatura durante el proceso de elaboracién de la sustancia. ;Por
qué? Veamos:

El informe dice que la temperatura en t = -3 es positiva y en t = -2 es negati-
va. Podrfamos representar lo anterior del siguiente modo:

A T(°C)
al
3._
2
11
1 1 1 1 :
3 2 4 0 1 2 ¢ (horas)
=1

Como el grifico de la funcién debe ser continuo, para pasar de una tempera-
tura positiva en t = -3 a una temperatura negativa en t = -2, la gréfica de la
funcién deberfa cortar al eje t en algin valor del intervalo (-3 ; -2). Es decir,
que la funcién deberfa tener un cero en este intervalo. Sin embargo, de acuer-
do con los datos del informe, la temperatura sélo vale 0° Cent=-4,t=0y

t=3.

3. ;Qué error podemos suponer que tiene el informe que describe lo ocurrido con la
temperatura de la sustancia B durante su proceso de elaboracién? Corrijalo de modo
que sea posible representar una funcion que verifique todas las condiciones.

ORIENTACIONES

Un error posible del informe podria ser que al indicar los instantes en los que
la temperatura vale 0° C omitieron decir que también ocurre esto en t = -2,5,
por ejemplo. Agregada esta informacién es posible construir una representa-
cién gréfica que exprese la temperatura de la sustancia B en su periodo de ela-
boracién:
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A T (°C)
44

w

N

>

t (horas)

=1

EN TERMINOS MATEMATICOS: TEOREMA DE BOLZANO

En esta actividad podemos observar que si la funcién es continua en el inter-
valo [-3 5 2] y tiene en -3 y en -2 imdgenes de signos opuestos, debe haber
algiin valor perteneciente al intervalo (-3 5 2) cuya imagen sea cero. Es decir,
la funcién debe tener al menos un cero en ese intervalo.

En general, si una funcién f es continua en un intervalo [a 5 b] y se verifica
que el signo de f(a) es distinto del signo de f(b), puede asegurarse que existe
al menos un nimero ¢ perteneciente al intervalo (a3 b) (0o seaa < ¢ < b) tal
que f(c) = 0. Es decir que la funcién f debe tener un cero en x = c.

Conocemos a esta conclusién como teorema de Bolzano

El informe recibido sobre la sustancia C dice:

Las observaciones se registraron durante 12 horas a partir de t = -5.

La funcion que representa la temperatura de la sustancia en funcion del tiempo de
elaboracion transcurrido es continua.

La temperatura de la sustancia vale 0° C unicamenteent=-3,t=1yt=>5.

Si llamamos T a la funcién que expresa la temperatura de la sustancia C en su proce-
so de elaboracidn, se verifica que:

T(-4) = -1 T(0) =1 T2)=1 T(6) = -2

Responda las siguientes consignas utilizando la informacion anterior:

1. Represente graficamente una funcién T que exprese la temperatura de la sustancia C
durante todo su proceso de elaboracion.

B ———
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2. ;Qué signo tiene la funcion T en cada uno de los siguientes intervalos: [-5 ; -3) ;
(-3:1):0;5;6;71?

3. La funciéon T, ;puede cambiar de signo en algun instante t perteneciente a cualquie-
ra de los intervalos anteriores? ;Por qué?

P

Indique los intervalos de positividad y de negatividad de la funcion T.

..------»

ORIENTACIONES

A partir del dominio y de los ceros de la funcién, podemos determinar los
siguientes intervalos:
[-5:-3):(-3: 1515556557

En cada uno de ellos la funcién no puede cambiar de signo porque se trata de
una funcién continua cuyos dnicos ceros son t = -3, t =1y t = 5. Los cam-
bios de signo de la funcién T sélo pueden darse en estos 3 valores de t.

EN TERMINOS MATEMATICOS: CONSECUENCIA DEL TEOREMA
DE BOLZANO

En general, si X, X,5 cueeeee » X, son todos los ceros de una funcién continua
f de R en R ordenados en forma creciente, podemos considerar los intervalos
(05 x)), (X 5X,)5 oo (x5 +2). En cada uno de ellos, o bien f(x) es mayor que
cero para todo x perteneciente al intervalo o f(x) es menor que cero para todo
x perteneciente al intervalo.

Esta conclusién es una consecuencia del Teorema de Bolzano.

A partir del teorema de Bolzano y su consecuencia analice los intervalos de positividad
y negatividad de las funciones f: R - R cuyas formulas le damos a continuacién. Para res-
ponder tenga en cuenta que todas las funciones polinémicas tienen representaciones
graficas continuas.

1. f{xX)=(x-1).(x-5)

sabiendo que f(0) >0, f(3) <0y f(7) > 0.
fx) =-1.(x-1).(x-5)>
fX)=(x+3).(x-1).(x-3)

fx) = (x +3) . (x- 1)°. (x- 3)°

f(x)=—2x3+2x2+4x6

@ v & W N

f(x)=x3+2x2—5x—6
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ORIENTACIONES

Las funciones de la Parte C de esta actividad son todas funciones polinédmi-
cas, por lo tanto son todas continuas. De acuerdo con el teorema de Bolzano
y su consecuencia, las funciones continuas sélo pueden cambiar de signo en
sus ceros. Por lo tanto, para analizar los intervalos de positividad y negatividad
de cualquiera de ellas debemos comenzar por buscar sus ceros.
Como las primeras cuatro férmulas estdn factorizadas, es sencillo ver cudles
son los ceros de cada una de ellas.
Por ejemplo, para la funcién del item 1., los ceros sonx =1y x = 5.
Como la funcién sélo puede cambiar de signo en estos valores, podemos dividir
al dominio de la funcién en tres intervalos: (-0 5 1), (1 55) y (5 5 +). En cada
uno de ellos la funcién debe conservar el signo a lo largo de todo el intervalo.
Sabemos que f(0) > 0, entonces para todo x perteneciente al intervalo (- 5 1)
resulta que f(x) > 0.
En el intervalo (1 ;5 5) sabemos que f(3) < 0, entonces f(x) < 0 en todo el
intervalo.
En (5 ; +) podemos asegurar que f(x) > 0 ya que tenemos como dato que
f(7) > 0.
Nos queda entonces:

C =(w;1)0(5; +) C =(135)
El andlisis en los demds {tems de la Parte C es similar a éste, sélo que en el
resto de los casos no hay informacién sobre el signo de la funcién en los inter-
valos determinados a partir de los ceros de la funcién.
:Cémo puede obtener esta informacién en cada caso? Buscando a través de la
férmula de cada funcién las imdgenes que hagan falta para determinar el signo
de la funcién en cada intervalo.
Como en los items 5. y 6. las férmulas no estdn factorizadas la busqueda de
los ceros no es inmediata como en los casos de los items 1. a 4.. Para hacerlo
deberd utilizar previamente recursos trabajados en Matematica B respecto de
la bisqueda de ceros de una funcién y de la factorizacién de férmulas.

Si tiene dificultades para detectar ceros de funciones polinémicas, o no sabe cémo

hacerlo, trabaje este tema en las Unidades 5 y 6 de Matematica B.

L
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Antes de comenzar a estudiar la proxima unidad, usted debe realizar los ejer-
cicios de integracion correspondientes a la Unidad 2. Su realizacion es impres-
cindible. Al resolverlos trabajara aspectos vinculados a los contenidos de la
unidad que no fueron trabajados en las actividades que resolvio hasta este
momento. También podra integrar los distintos contenidos de la unidad y auto-
evaluar si ya se encuentra en condiciones de pasar a estudiar la proxima uni-
dad. {No deje de realizarlos!
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Funcion exponencial y funcion logaritmica

En esta unidad continuaremos trabajando con funciones. En este caso se trata
de las funciones exponenciales y logaritmicas, que son modelos de anilisis y
descripcién de muchas situaciones vinculadas fundamentalmente con la fisica,
la quimica, la biologfa y la economia.

Para el estudio de estas funciones, utilizaremos los conceptos referidos a fun-
ciones ya vistos en la Unidad 2 y en Matemdtica A y B.

Propositos de la unidad

En relacién con los contenidos de esta unidad, le proponemos que:
e Describa y analice situaciones de la realidad utilizando como modelo a las
funciones exponenciales y logaritmicas.

e Reconozca las caracteristicas de estas funciones desde el punto de vista grd-
fico y analitico.

* Reconozca a las funciones exponenciales y logaritmicas como funciones
inversas entre sf.

e Lea y exprese las funciones exponenciales y logaritmicas en lenguaje colo-
quial, grafico, analitico o a través de tablas.

* Resuelva ecuaciones exponenciales y logaritmicas, teniendo en cuenta las
propiedades de la potenciacién y de los logaritmos.

e Analice crecimiento, decrecimiento y asintotas de funciones exponenciales
y logaritmicas.

ACTIVIDAD N° 1: “REPRODUCCION DE BACTERIAS”

Las bacterias son organismos unicelulares que se reproducen por un proceso llamado
biparticion. En cada etapa de este proceso, cada célula (o bacteria) se divide en dos. Es
decir que, después de cada etapa de la biparticion, la poblacion de bacterias se duplica.

En un laboratorio se aisla una bacteria para observar las sucesivas etapas del proceso de
biparticion.

1. Teniendo en cuenta la informacién anterior, responda las siguientes preguntas:

a) Cuando finaliza la primera etapa del proceso, ;cuantas bacterias hay?

b) Cuando finaliza la segunda etapa, ;cuantas bacterias hay?

P ——

Matematica C ® UNIDAD 3 —= I 67

N o -



J mate-c.qgxd 27/04/05 11:42 a.m Pagi na 68 $

2. En el laboratorio, un empleado representa el proceso descripto con el siguiente
esquema, llamado diagrama de arbol:

1 bacteria <
e
N < ..................
ool
N < ..................
e
N < .................
comienzo 12 etapa » etapa 3aetapa

a) Complete el esquema anterior hasta la cuarta etapa.

b) Continue el diagrama de arbol hasta la sexta etapa de modo que le permita res-
ponder la siguiente pregunta:

icuantas bacterias habra al finalizar la sexta etapa de este proceso?

¢) Pensando en la forma en que se reproducen las bacterias y en cémo continua el
esquema anterior, complete la siguiente tabla en la que se consigna la cantidad b
de bacterias observadas al finalizar cada etapa x:

X
(nimero de la etapa)

b
(cantidad de bacterias)

< R R S R R S S R R R R S S R R R R R R S R
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d) Para calcular la cantidad de bacterias al cabo de la novena etapa, ¢us6 el 9? ;Cémo
lo usé?

Si no pudo responder la pregunta planteada en el item d), no se preocu-
pe. En lo que sigue lo orientaremos para que pueda hacerlo o para que
verifique su respuesta en caso de haber podido dar una.

.—------»

En el laboratorio, otro empleado registro lo observado con las bacterias en la siguiente
planilla:

X

(nimero de la etapa)

b
(cantidad de bacterias)

1. {Como anotara este empleado la cantidad de bacterias observadas en la sexta, en la
novena y en la décima etapa? Complete la tabla anterior.

2. ;Como aparece el 9 en el cdlculo de cuantas bacterias hay al finalizar la novena
etapa? ;Como podemos expresar estas multiplicaciones de otra manera?

3. ¢Qué cuenta hay que hacer con cada valor de x para obtener la correspondiente can-
tidad de bacterias b?

. Teniendo en cuenta la cuenta que se hace, escriba una formula que exprese b en fun-
cion de x.

5. Verifique la formula que escribié en el item anterior. Para hacerlo, calcule utilizando
la formula, los valores de b correspondientes a cada uno de los valores de x dados en
la tabla del item 2. ¢) de la Parte Ay verifique que los valores de b obtenidos a través
de la féormula son los mismos que usted dio en esa tabla.

6. ;Se imagina cuantas bacterias se veran después de 30 etapas de reproduccién de las
bacterias? Utilice la férmula que dio para hacer una estimacion de esa cantidad.

Uso de calculadora: Para calcular una potencia con cualquier exponente con una cal-

culadora cientifica debe utilizar la tecla simbolizada con x¥ o y*, segin el modelo de
calculadora que esté usando. Por ejemplo, para calcular 2%, debe teclear la siguiente
secuencia: “2" > “x’" > 20" > “=" y obtiene el resultado.

e e e -
=Y
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7. Represente en un sistema de ejes coordenados cartesianos, los pares de valores
(N° de etapa; cantidad de bacterias) para x = 0 y las primeras 5 etapas.

8. Teniendo en cuenta los significados de las variables x y b, ¢se pueden unir los puntos
que representé en el item anterior?

9. A medida que pasan las etapas del proceso de reproduccién, ;qué ocurre con la can-
tidad de bacterias?

B

ORIENTACIONES

Las bacterias se reproducen duplicando su cantidad etapa tras etapa. La cuen-
ta que expresa esta duplicacién es una multiplicacién por 2, que se repite tan-
tas veces como etapas de reproduccién hayan pasado hasta el momento. Es
decir, por ejemplo, que si han pasado 9 etapas, se multiplica2. 2. 2..... 2
en 9 oportunidades.

Teniendo en cuenta la definicién de la operacién potenciacién, esta cuenta
. ., 9 )

se puede escribir asi: 2”. El resultado de esta cuenta expresa la cantidad de bac-

terias b que hay al cabo de 9 etapas.

Si no entiende a qué nos referimos cuando hablamos de potenciaciéon, seria conve-
niente que trabaje previamente el tema en la Unidad 2 de Matematica A y luego con-

tinde con lo que sigue.

Si han pasado x etapas, la cuenta que debemos hacer para calcular la cantidad
b de bacterias estd expresada en la férmula b = 2* ;Coincide con la que dio
usted? Por ejemplo, usando esta férmula y la calculadora, podemos predecir
que después de 30 etapas habrd 1073741824 bacterias (es decir, algo asi como
1073 millones de bacterias). Esta estimacién supone que el proceso de repro-
duccién de las bacterias puede seguir de la misma forma hasta esa etapa.
Estamos suponiendo que el modelo matemdtico dado por esta férmula con-
tinda siendo vdlido.

Ademds, podemos ver una ventaja del modelo de la férmula respecto del dia-
grama de drbol. Usando la férmula pudimos estimar, por ejemplo, la cantidad
de bacterias luego de la 30° etapa. ;Se imagina el trabajo que tendrfa que haber
hecho para completar un diagrama de drbol hasta la 302 etapa y contar seme-
jante cantidad de bacterias?

Como x representa a la cantidad de etapas, debe ser un nimero natural.
Teniendo en cuenta que b expresa a la cantidad de bacterias, también debe ser
un ndmero natural diferente de cero. Por lo tanto, y si suponemos que este
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proceso de reproduccién de las bacterias sigue siendo de la misma manera para
cualquier cantidad de etapas, la funcién que lo describe es:

b: N - N - {0}/ b(x) = 2%

Recordemos que con N simbolizamos al conjunto de los niumeros naturales con el
cero. Por lo tanto, la expresion N - {0} simboliza al conjunto de nimeros naturales
positivos.

El grdfico de esta funcién estd formado por puntos aislados. No pueden unir-
se ya que las dos variables que se vinculan solo pueden tomar valores enteros
(por ejemplo, no tiene sentido hablar de 3,7 etapas o de 6,34 bacterias). Por
lo tanto, el grifico para las 5 primeras etapas queda asi:

(Compdrelo con el que hizo usted).

\ b (bacterias)

»

28+

24}

34
19

| »
'

x (N° de etapas)

Observamos en el gréfico que se trata de una funcién creciente, ya que a
medida que pasan las etapas, aumenta la cantidad de bacterias (en forma ili-
mitada).

Matematica C ¢ UNIDAD 3
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Durante las observaciones hechas otro dia en el laboratorio, no pudieron aislar una bacte-
ria y tuvieron que comenzar la observacion del proceso de reproduccion con 5 bacterias.

En el laboratorio han observado que durante el proceso de reproduccion, el volumen
ocupado por las bacterias se va modificando minuto a minuto. Pusieron las bacterias en
frascos graduados. El jefe del laboratorio ha decidido que el instante en que se ha lle-
nado un frasco se identifique con t = 0. También decidio que el volumen ocupado por
las bacterias se mida en “frascos” (es decir, que la unidad de volumen que van a usar es
el “frasco”).

72}

La planilla que confeccionaron ese dia es la siguiente:

(cantidad de bacterias)

X
0 1 2 3 4 5
(nimero de la etapa)
b
5 5.2 5.2.2.2

Le pedimos que:

1. Complete la planilla. Si le hace falta, realice el diagrama de arbol que le permite cal-

2. A partir de los valores de la tabla, escriba una férmula que le permita calcular la can-

cular la cantidad de bacterias que hay en cada etapa.

tidad de bacterias b al cabo de una cantidad x de etapas.

ORIENTACIONES

Como vimos en la Parte B, cuando las observaciones empiezan con una bac-
teria, la férmula que permite calcular b a partir de x es b(x) = 2.

Si las observaciones comienzan con 5 bacterias, la férmula que permite calcu-
lar b a partir de x es b(x) = 5 . 2.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FORMULA EXPONENCIAL

Las férmulas b(x) = 2"y b(x) = 5 . 2" son ejemplos de férmulas exponencia-
les, ya que en ellas, la variable x aparece en el exponente.

En general, las férmulas del tipo f(x) = k . a* se llaman férmulas exponen-
ciales de base a. La base a debe ser un ndmero real positivo y distinto de 1.

El coeficiente k debe ser un niimero real distinto de cero.

A ——
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< e -

Los registros efectuados en el laboratorio se anotaron en el siguiente cuadro:

t (tiempo en minutos) 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I

v (volumen en frascos) 1 2 4 8 16

1. Responda las siguientes preguntas:
a) ¢Qué ocurre con el volumen ocupado por las bacterias minuto a minuto?

b) ;Qué férmula permite calcular el volumen v que ocupa la colonia de bacterias de
acuerdo con el tiempo transcurrido t? Escribala.

2. Los tiempos anteriores al considerado como t = 0 se anotan con numeros negativos.
Por ejemplo, con t = -1 se indica el registro efectuado 1 minuto antes del instante en
que se ha completado 1 frasco. Teniendo en cuenta como evoluciona el volumen con
el paso del tiempo:

a) ;Qué volumen ocupaban las bacterias en t = -1?
b) ; Qué volumen ocupaban en t = -2?

¢) Teniendo en cuenta la forma en que evoluciona el volumen de bacterias con el paso
del tiempo, complete el siguiente cuadro usando fracciones:

t (tiempo en minutos) -1 I -2 -3 I -5 I -10

v (volumen en frascos) I I I

3. A partir de sus respuestas a los items 1. y 2., responda las siguientes consignas:

a) La férmula que dio en el item 1.b), ;se puede usar también para calcular el volumen
de bacterias para valores de t negativos? Péngala a prueba verificando si puede cal-
cular con la férmula los pares de valores (t ; v) que dio en la tabla anterior.

b) ¢ Cudl es el volumen ocupado por las bacterias medio minuto después de que el
volumen ocupado es de 1 frasco? ; Qué cuenta hace para calcularlo? Use la férmu-
la para determinar dicho volumen.

¢) ;Qué volumen ocupan las bacterias un minuto y medio después de que se observa
que el volumen ocupado es de un frasco? ¢Y 5 minutos y medio después de t = 0?
(Ysit=-2,5?

d) ;Es posible calcular el volumen v ocupado por las bacterias para cualquier instante
t perteneciente al conjunto de los niumeros reales? Justifique su respuesta.

e) Teniendo en cuenta lo analizado hasta aca, defina una funcion f que permita des-
cribir matematicamente lo observado en el laboratorio respecto del volumen v ocu-
pado por las bacterias al pasar el tiempo t.
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f) Usando los pares de valores de las tablas anteriores, represente la funcién que defi- f
ni6é en el item e) en un sistema de ejes coordenados cartesianos.

g) Teniendo en cuenta lo que representan ty v, ;podra unir los puntos en esta repre-
sentacion grafica?

ORIENTACIONES
La férmula exponencial v(t) = 2, es vdlida para cualquier valor de t. Por ejem-
plo, para t = -1, resulta v(-1) = 21 %= 0,5. De acuerdo con este resultado,

en términos de la situacién que estamos analizando, decimos que 0,5 frascos
es el volumen ocupado por las bacterias 1 minuto antes del instante en que se
observé que el volumen ocupado fue de 1 frasco.

También, si t = 5,5, resulta v(5,5) = 2>3 =2 45,25 (o sea que 5 minutos y
medio después de que se observé que las bacterias ocupaban un frasco, éstas
ocuparon 45,25 frascos, aproximadamente).

Teniendo en cuenta que para medir el tiempo se puede usar cualquier nime-
ro real (es decir que t es un ndimero real cualquiera), y que el volumen que
ocupan las bacterias también puede ser un nimero real, podemos describir el
proceso a través de la funcién £ R -~ R/ v = f(t) = 2",

De acuerdo con lo observado en el laboratorio, esta funcién es un modelo
matemdtico adecuado para describir lo visto y predecir lo que puede ocurrir
con el volumen ocupado por la colonia de bacterias con el paso del tiempo.

La representacién gréfica de dicha funcién es:

AV (frascos)

I I »

1 2 3 4 5 ¢t (minutos)

En este caso podemos unir los puntos ya que los valores que pueden tomar v
y t son niimeros reales.
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EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION EXPONENCIAL

Una funcién como la definida en el item 3. e) de la Parte D, recibe el nom-
bre de funcién exponencial.

Una funcién exponencial cualquiera puede expresarse, en general, de la
siguiente manera:

£R-R/y=fx)=k.a

donde la base a es un nimero real positivo (en simbolos, a O R, a > 0) y dis-
tinto de 1 (en simbolos, a # 1).

Ademds, el coeficiente k es un ndmero real no nulo (en simbolos, k O R, k # 0)

* ;Por qué decimos que la base a debe ser positiva?
Si la base a fuera un nimero negativo, la potencia no estarfa definida para
algunos exponentes. Por ejemplo:
Sia = -4 no se podria calcular -4)"% =4 ya que esta cuenta no tiene
resultado dentro de los niimeros reales.

* ;Por qué decimos que la base debe ser un nimero distinto de cero?
Sia = 0 no se podrian calcular las potencias de exponente negativo ya que
eso llevarfa a tener que resolver una divisidén por cero y ésta es una opera-
cién sin solucién.

* ;Por qué decimos que la base a no puede ser 1?
Sia = 1, cualquiera sea el valor de x, resulta que f(x) =k .1 =k .1 = k.
Esta es la férmula de una funcién constante, no es exponencial.

e ;Por qué se dice que el coeficiente k no puede ser cero?
Sik =0, resulta f(x) = 0. a* = 0. Esta es la férmula de otra funcién cons-
tante.

A partir de las observaciones hechas en el laboratorio, uno de los investigadores se plan-
ted las siquientes dudas:

e ;Qué pasaria con el volumen ocupado por las bacterias si se pudiera sequir obser-
vando el proceso “eternamente” y las bacterias se siguieran comportando de la
misma forma?

e ;Qué habra pasado mucho antes del comienzo de las observaciones suponiendo que
las bacterias siempre se comportaron de la misma manera?

e ¢En algun momento el volumen ocupado por las bacterias habra sido o sera cero?

B —————
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Las preguntas anteriores se refieren a hechos que no se pueden observar
ya que pasaron hace mucho tiempo o pasaran dentro de mucho tiempo.
Para poder responderlas necesitamos utilizar el modelo matematico que
definimos en la Parte D de esta actividad para hacer predicciones sobre lo
que podria ocurrir o lo que habra pasado previamente con el volumen
ocupado por las bacterias.

Para responder las preguntas que se hace el investigador, le proponemos que responda
las siguientes consignas:

1. Complete la siguiente tabla:

t (tiempo en minutos) 10 I 30 I 50 100 I 300

v (volumen en frascos) I I I

Seguramente al realizar algunos de los calculos pedidos en la tabla, su calculadora le dio los resul-
tados usando notacion cientifica. Si lo necesita, puede trabajar este tema en los ejercicios de inte-
gracion de la Unidad 2 de Matematica A.

2. Interprete los resultados obtenidos en la tabla en términos de la situacién que esta-
mos analizando.

3. ¢Qué pasaria con el volumen ocupado por la colonia de bacterias si se pudiera seguir
observandola “eternamente”?

4. Complete la siguiente tabla:

t (tiempo en minutos) I -10 I -30 I -50 -100 I -300

v (volumen en frascos)I I I I

5. Interprete los resultados obtenidos en la tabla en términos de la situaciéon que esta-
mos analizando.

6. ¢{Qué pudo haber pasado con el volumen ocupado por las bacterias mucho tiempo
antes de que comenzaran las observaciones?

7. ;Puede dar algun valor de t para el cual el volumen v ocupado por las bacterias haya
sido cero?

8. A partir de la observacion de la representacion grafica de la funcion exponencial y de
la tabla que completé en el item 4., describa con sus palabras lo que ocurre con dicha
grafica respecto del eje de abscisas (eje horizontal) cuando se va hacia atras en el
tiempo.
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ORIENTACIONES

Sobre la funcién v a partir de observar el grifico podemos decir que:

Esta funcién no tiene ceros ya que el volumen ocupado por las bacterias nunca
pudo haber sido ni serd cero. La representacién gréfica de la funcién no corta

al eje de abscisas.

Es una funcién creciente en todo su dominio: el volumen ocupado por las
bacterias va aumentando a medida que pasa el tiempo.

Cuando retrocedemos en el tiempo, el volumen ocupado por las bacterias se
va acercando a cero. Vemos que la gréfica de la funcién se acerca al eje hori-
zontal. Decimos que la funcién tiene una asintota horizontal. En este caso,
la ecuacién de dicha asintota es v = 0.

—p—

Si lo dicho en cuanto a ceros y crecimiento de la funcion no le resulta familiar, vuelva a

trabajar estos contenidos en la Unidad 2 de Matematica C. Si no sabe a qué nos referi-

mos cuando hablamos de asintotas, trabaje este tema en la Unidad 3 de Matematica B.

minuto.

a) Complete la siguiente tabla teniendo en cuenta esta suposicion:

1. Ahora supongamos que el volumen ocupado por las bacterias se triplica minuto a

t (tiempo en minutos)

0

-1

v (volumen en frascos)

a minuto.

¢) Defina una funcién g que describa esta situacion.

a) Complete la siguiente tabla teniendo en cuenta esta suposicion:

b) ;Qué féormula permite calcular el volumen v que tiene esta colonia de bacterias de
acuerdo con el tiempo transcurrido t? Escribala.

. Ahora supongamos que el volumen ocupado por las bacterias se cuadruplica minuto

t (tiempo en minutos)

-1

v (volumen en frascos)

B ————
N

¢) Defina una funcién h que describa esta situacion.

o
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b) ; Qué formula permite calcular el volumen v que tiene esta colonia de bacterias de
acuerdo al tiempo transcurrido t? Escribala.

<

77



J mate-c.qgxd 27/04/05 11:42 a.m Pagi na 78 $

3. Represente graficamente las funciones g y h que definié en los items 1. y 2. en el
mismo sistema de ejes en el que represento la funcién f: R — R/ v = f(t) = 2%

4. Explique, con sus palabras, lo que observa respecto de la ubicacion de los graficos de
las tres funciones representadas.

‘——————-}

ORIENTACIONES

Las funciones que describen las situaciones propuestas en los items 1. y 2. de
la Parte F son:

eg:R - R/ g(t) = 3" para el caso de la triplicacién de volumen minuto a
minuto.

eh:R - R/ h(t) = 4 para el caso de la cuadruplicacién de volumen minu-
to a minuto.

Si representamos las funciones exponenciales anteriores y la funcién exponen-
cial de base 2 en un mismo sistema de ejes coordenados cartesianos, podemos
observar que la grdfica de la funcién exponencial de base 3 queda ubicada
entre las grdficas de la funcién exponencial de base 2 y la de base 4. Ademds
todas son funciones crecientes que crecen mds rdpido cuanto mds grande es la
base.

Lo descripto se muestra en el siguiente grdfico:

AV (frascos)

y=4'
94 !:»_3 y=2t
8
74
61
51

»
>

3 ¢ (minutos)
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|
Existe un namero irracional que se llama nimero neperiano y se simboliza con la letra
e. Este numero también puede ser la base de una funciéon exponencial. Por ejemplo,

j:R > R/j(t)=et.

Teniendo en cuenta que el nUmero e estad ubicado entre 2 y 3 (el nimero e vale aproxi-
madamente 2,71), represente la funcién j en el mismo sistema de ejes coordenados que
usé en la Parte F. Si le hace falta, complete previamente una tabla de valores como las
que completo para las funciones f, g y h.

1. Vamos a volver ahora al proceso de reproduccién de las bacterias de la Parte A de

esta Actividad. Si lo necesita vuelva a leerla y responda la siguiente pregunta: ¢cuan-
tas etapas del proceso han pasado hasta que se cuentan 64 bacterias? Explique, con
sus palabras, cobmo piensa para dar su respuesta.

[]
2. En un papel que se encontré en el laboratorio se puede leer: 2 = 64:

a) ;Hay alguna relacién entre lo escrito en ese papel y lo que tuvo que calcular en el
item 1.?

b) ; Qué numero pondria en el []? Escribalo.
3. Si ahora se cuentan 512 bacterias:
a) ¢ Cuantas etapas del proceso de reproducciéon pasaron?
b) ; Qué apareceria en el papel encontrado en el laboratorio en este caso? Escribalo.
¢) ;Qué numero va en el [] en este caso?

4. Complete la siguiente tabla:

¢ (cantidad de bacterias) 1 2 8 32 64 512 1024

X (N° de etapa)

ORIENTACIONES

En esta Parte H, usted calcul$ cudntas etapas deben transcurrir para observar
una determinada cantidad de bacterias. Por ejemplo, para observar 64 bacterias
deben pasar 6 etapas del proceso de biparticién. Si para calcular lo pedido, pen-
samos en la férmula c(x) = 2%, tuvo que averiguar qué exponente hay que poner-
le al nimero 2 para obtener un determinado resultado (64 6 512 6 ...).

Matematica C ¢ UNIDAD 3
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EN TERMINOS MATEMATICOS: LOGARITMO EN BASE 2

La operacién de averiguar exponentes que hizo en la Parte H, se denomina

logaritmacién. Es decir, que ha estado calculando logaritmos. En este caso, se

trata de logaritmos en base 2, ya que lo que buscamos es el exponente al que

hay que elevar a la base 2 para obtener el nimero dado.

Asi, ha calculado, por ejemplo: log, 64 y le dio 6 (ya que 2°- 64). En sim-

bolos, escribimos log, 64 = 6.

También ha calculado, entre otros: log2 512 =9 (ya que - 512), log2 1=0
(ya que 221, log,2 =1 (ya que 2'-2), log, 32 = 5 (ya que 2’ = 32).

En general, decimos que log, b=c si 2°=b.

Teniendo en cuenta lo dicho en la Parte D de esta Actividad sobre el volumen ocupado
por las bacterias con el paso del tiempo, responda las siguientes preguntas:

. . 1
1. ¢En qué instante t se habrda observado un volumen de " de frasco?

2. En un papel como el que se encontré en el laboratorio, ;cémo habréa aparecido ano-

tado lo anterior? ;Qué nimerovaenel []?

3. Siel investigador calcula log, (E)' icuanto le da? ; Qué esta averiguando respecto del

problema del volumen ocupado por las bacterias y el tiempo?

En el laboratorio se confecciond el siguiente cuadro donde se fueron anotando en qué
instantes se resgistraron algunos volumenes ocupados por las bacterias. Por desperfec-

tos en el equipo de registros el cuadro quedd incompleto:

V (volumen en frascos) 1 2 8 16 1/2

1/4

1/8

1/32

t (tiempo en minutos) 0 -1

1. Complete el cuadro anterior.

2. Al completar el cuadro:

a) ¢ Qué cuenta hizo con los valores de v para averiguar cada uno de los valores de t?
b) Escriba la formula que permite calcular t a partir de conocer v.

¢) Compare la tabla anterior con las que completé en la Parte D de esta actividad.

¢ Qué observa?
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En la Parte D, la férmula que permite calcular el volumen ocupado por las bacterias a

partir del tiempo es v = 2% En la Parte J, la férmula que permite calcular el tiempo a par-
tir del volumen es t = log, v.

1. Componga las formulas f(x) = 2y g(x) = log, x. Para hacerlo, complete los siguientes
esquemas de operadores.

f 9
1 - e S e
2 S e D e
3 - S e
X B - gif(x)] =...

| |

g f
8 - S e
4 S e S
2 S e S e
X o e - flgx)] =...

2. De acuerdo con los resultados obtenidos al calcular (g o f)(x) y (f o g)(x) en el item 1.,
iqué puede decir de las formulas f(x) y g(x)?

Si no puede obtener las composiciones pedidas o responder la pregunta anterior, retome lo tra-
bajado en la Unidad 2 respecto de la composicion de férmulas.

ORIENTACIONES

Podemos observar que las tablas de la Parte D con la tabla de la Parte J estin
invertidas. Es decir que en las tablas de la Parte D se forman pares (t ; v),
mientras que en la tabla de la Parte J se forman pares (v 5 t).

También podemos observar en los esquemas de la Parte K que el nimero que
se obtiene a la salida de la composicién de operadores es el mismo que entrd.

Matematica C ® UNIDAD 3 I 81
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Vuelva a observar el grafico de la funcion exponencial f: R — R/ v = f(t) = 2 (en la Parte
D) y sus respuestas de la Parte E y responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cual es el conjunto imagen de dicha funcién?

2. Si redefinimos la funcién con el conjunto imagen como conjunto de llegada, ;cémo
clasifica a la funcion?

3. La relacién inversa de la funciéon que redefinimos en el item 2., jes funcion? ¢Por

qué?

4. Defina la funcion inversa de la funcion v: R — R_, / v(t) = 2" dando su féormula y sus
conjuntos de partida y de llegada.

Es decir que estas dos férmulas, f(x) = 2" y g(x) = log, x son férmulas de fun-
ciones inversas entre si ya que (f o g)(x) = (g o f)(x) = x. O sea que se puede
escribir que g(x) = f 1) o que f(x) = g—l(x).

Es decir que la exponenciacién y la logaritmacién son operaciones inversas
entre sf.

Con R_, simbolizamos al conjunto de los nimeros reales mayores que cero.

1. Usando los pares de valores obtenidos en la tabla de la Parte J, represente la funcion
t:R, -~ R/t(v) =log, v.

2. Responda las siguientes preguntas:
a) ¢Cual es el dominio de la funciéon t?

b) ¢ Qué interpretacion le da al dominio de la funcién t, teniendo en cuenta el signifi-
cado de v?

L

82
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ORIENTACIONES

Tomando como conjunto de llegada al conjunto imagen (R ), la funcién
R - R,/fx)= 2% es biyectiva. Por lo tanto, existe la funcién inversa de la
funcién exponencial de base 2 definida con conjunto de partida R y conjun-

to de llegada R ,.

La funcién inversa de dicha funcién es la funcién logaritmica de base 2,

t:R - R/t(v) =log, v

e
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c) ¢Qué observa en el grafico respecto de lo que pasa con el tiempo a medida que
aumenta el volumen? También puede contestar esta pregunta usando la tabla de
la Parte J.

d) ;Qué observa en el grafico respecto de lo que pasa con el tiempo cuando el volu-
men se acerca a 0 frascos? También obsérvelo a partir de los valores obtenidos en
la tabla de la Parte J.

e) ;Qué tipo de comportamiento tiene la grafica de la funcién t respecto de la recta
que coincide con el eje vertical, es decir, respecto de la recta v = 0?

f) ;Tiene asintota este grafico? Si su respuesta es afirmativa, escriba la ecuacion de
dicha asintota. Si su respuesta es negativa, explique el por qué de su decision.

.-————-———-———-———-»

ORIENTACIONES
El grdfico de la funcién t: R j -~ R/ t(v) = log, v es:

At (minutos)

L L L L »

2 3 4 5 6 7 8 iy

v (frascos)

Observamos que el grifico de la funcién t tiene un cero en v = 1, ya que
log2 1 = 0. En términos de la situacién que estamos analizando, esto signifi-
ca que las bacterias ocupaban 1 frasco cuando se consideré t = 0.

El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales positivos, ya que
la funcién logaritmica es la inversa de la funcién exponencial y el conjunto
imagen de esta dltima es el conjunto de los nimeros reales positivos. Por lo
tanto no se puede calcular logaritmos de nimeros negativos ni de cero. Si
ademds tenemos en cuenta la situacién del laboratorio, no tiene sentido hablar
de que el volumen ocupado por las bacterias sea negativo o cero.

Matematica C ¢ UNIDAD 3
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Se puede observar que el grifico de la funcidn t tiene una asintota vertical cuya
ecuacién es v = 0 (ya que coincide con el eje de ordenadas). Si pensamos en
la situacién de las bacterias, podemos interpretar que para que el volumen
ocupado sea cercano a cero frascos, deberfamos retroceder infinitamente en el
tiempo.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FUNCION LOGARITMICA

La funcién inversa de la funcién biyectiva f: R - R_ / f(x) = a" es la funcién
£, R,- R/ f'l(x) = log, x, donde la base a es un niimero real positivo
(a > 0) y distinto de 1 (a # 1). Esta funcién se llama funcién logaritmica de
base a. Las restricciones sobre el valor que puede tomar la base del logaritmo
tienen la misma explicacién que las restricciones sobre la base de una funcién
exponencial.

ACTIVIDAD N° 2: “LA FORTUNA DE MARTiN”

Martin, un conocido millonario, no estd teniendo mucha suerte en sus emprendimientos
econdémicos. Como consecuencia de eso, cada mes tiene la mitad de lo que tenia el mes
anterior. A principios de este afio, tenia 1 milldn de pesos.

Si tomamos “1 millén de pesos” como unidad de medida y consideramos que el tiempo
se mide en meses a partir de principios de este afo.

1. Responda las siguientes preguntas:
a) ¢ Cuantos millones tenia un mes después?
b) ; Cuantos millones tenia 3 meses después?
¢) ;Cuantos millones tenia un mes antes?
d) ; Cuantos millones tenia 3 meses antes?

2. Complete la siguiente tabla indicando la evolucién del capital que tiene Martin, con-
siderando como t = 0 al principio de este ano.

t (tiempo en meses) 0 1 2 5 7 -1 -2 -4

C (capital en millones de pesos) 1

3. ¢Con qué cuenta puede calcular el capital c de Martin en cada instante t? Escriba la
férmula que indique dicha cuenta.

B ————
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4. Defina una funcién que describa lo que ocurre con el capital ¢ de Martin a lo largo
del tiempo t.

5. Represente en un sistema de ejes coordenados cartesianos la funcién que definié en
el item anterior.

6. Martin se pregunta codmo terminara si sigue asi.
a) ;Se quedara sin un centavo?

b) ;Llegara a tener menos de $ 1?

..--------»

ORIENTACIONES

La férmula que permite calcular el capital ¢ de Martin a partir del tiempo t es

1 t
== .
0 = 3]
Segtin lo trabajado hasta ahora podemos decir que es una férmula exponen-
cial. Una funcién que puede describir lo que pasa con el capital de Martin es

1 t
aR-R/c@t) = (5) . La representacion gréfica de esta funcién es la siguiente:

A c(millones de $)

-

N

»
>

t (meses)

4

Se trata de una funcién decreciente en todo su dominio que no vale cero para
ningin valor de t (es decir que no tiene ceros). A medida que el tiempo t pasa,
los valores de ¢ son cada vez mds cercanos a cero, pero nunca llegan a anular-
se. Si observamos la representacién grifica, vemos que la curva se va acercan-
do ala recta horizontal cuya ecuacién es ¢ = 0 (es decir, el eje de abscisas), que
es asintota horizontal de la funcién.
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Responda las siguientes preguntas:

1. Martin estd muy preocupado por su situacion. Por eso quiere averiguar:

L . A
a) ;Después de cuantos meses desde principio de afo tendra ET) millones de pesos?

b) ; Cuantos meses deben pasar desde principio de afio hasta tener =5 millones de
pesos?

2. A veces, Martin se pone nostalgico y recuerda sus épocas de bonanza.
a) ¢Cuando fue que tenia 16 millones de pesos?
b) ¢{Y cudndo tenia 128 millones?

3. a) Complete la siguiente tabla:

Ic(capital en millonesde $) | O 1 2 4 8 |16 §1/21/4)1/8 §1/32) 1/128

I t (tiempo en meses) 1

b) Compare esta tabla con la que completé en la Parte A de esta actividad. ;Qué
observa?

4. Teniendo en cuenta los calculos hechos, lo observado a partir de las tablas y lo anali-
zado en las Partes H, 1y J de la Actividad N° 1, dé la formula que permite calcular el
tiempo t en el cual Martin tiene un capital c.

5. Teniendo en cuenta lo trabajado en las Partes K, L y M de la Actividad N° 1, defina la
funcién t que permite describir el tiempo transcurrido para que Martin tenga un
determinado capital.

6. Represente en un sistema de ejes coordenados cartesianos la funcion que definié en
el item anterior.

ORIENTACIONES

En la Parte B trabajé con el problema inverso del que resolvié en la Parte A.
Es decir, calcul6 el tiempo a partir de conocer el capital de Martin, en lugar de
calcular el capital a partir del tiempo. Si tenemos en cuenta lo trabajado en la
Actividad N° 1 (Partes H, I y J), podemos decir que ha estado calculando
logaritmos en base % Asi, por ejemplo, cuando contesté que debieron pasar 5

, , 1 .
meses hasta que Martin se qued$ con 3—2mlllones de pesos,

) 1 1)y 1
calculf log, , 33 ) 5 (ya que 5] = 3—)
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-7
O también calculé log, , 128 = -7 (ya que (%J = 128) para averiguar cudndo
Martin tenfa 128 millones de pesos.

La funcién R j —~ R/ t(c) = log, , ¢ definida en el ftem 5. es la funcién

. 1)* :
inversade c: R ~ R / c(t) =(5 donde se usa a R como conjunto de lle-
gada para que la funcién c resulte biyectiva y tenga funcién inversa.

c 7 3 2 .y . .
La representacién grifica en R de la funcién t es la siguiente:

»
>

1 1 1 |
2 3 A 5 6 7 B ¢ (millones)

41

En la gréfica anterior observamos que resulta una funcién decreciente en todo
su dominio. Ademds tiene una asintota vertical cuya ecuacién es ¢ = 0 ya que
coincide con el ¢je de ordenadas.

En los ejercicios de integracion de esta Unidad tendra oportunidad de
analizar cdmo influye la base de las funciones exponenciales y logaritmi-
cas en las caracteristicas de las mismas y sus respectivos graficos.

ACTIVIDAD Ne 3: “OPERACIONES CON LOGARITMOS”

Hagamos algunas pruebas con el logaritmo en base 2.

Calcule y decida, en cada caso, si puede escribir el signo “ = o el signo “ # “ en los [:
1. log, 8+log, 4 O log, (8.4)

1 1
2. log, (EJHOQZ 16 O log, [;16}

1 1
3. log,|—.64 O log, | — |+log, 64

4 4
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1Y |

4,

w

log, 32-log; 2 O log, (32:2)
I 8: i [ 8-1 1
092 ¢y O 0926-1092| 3
log, (64:16) O log, 64-log, 16
log, (82) O 2.log; 8
3. |ng 4 O I()g2 (43)
2.log 1 O | 1 i
. 2 2 (o]o b} >
ORIENTACIONES
En todos los casos anteriores, el [ se puede completar con el signo “ =",

L

>

Las igualdades anteriores son algunos ejemplos de tres propiedades de los loga-
ritmos. En estos ejemplos, se trabajé en base 2, pero se puede generalizar a
cualquier base de los logaritmos.

EN TERMINOS MATEMATICOS: PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS
La propiedad ejemplificada en los items 1., 2. y 3. se simboliza asi:

log, (x.y) =log x+log y (conx>0,y>0).

La propiedad ejemplificada en los items 4., 5. y 6. se simboliza as:

log, (x:y) =log x-log y (conx>0,y>0).

La propiedad ejemplificada en los items 7., 8. y 9. se simboliza asi:

log, x") =n. log, x (con x > 0).

Esta dltima propiedad también se utiliza en el caso de la radicacién. Si tene-

m/_n n/ . .
mos en cuenta que VX =X ™ (como vimos en la Unidad Ne° 1), resulta:

log, T/x_" =log, (x%‘) = i.loga X.
m
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Como ya mencionamos en otras oportunidades, para la Matematica no es
suficiente la verificacion de propiedades sélo para algunos casos particu-
lares, como hicimos en esta actividad. Para poder afirmarlo de manera
general debe demostrar que lo verificado se cumple para cualquier nume-
ro. Usted podra leer las demostraciones de estas propiedades en el libro.

ACTIVIDAD Ne 4: “DEPOSITOS BANCARIOS”

Ignacio deposita $ 500 a principios de enero en una caja de ahorro de un banco. Le dicen
que le dan un interés mensual del 2 % sobre el capital depositado. Es decir que al cum-
plirse un mes del depdsito, a éste se le agrega una suma equivalente al 2 % de la canti-
dad depositada.

Responda las siguientes preguntas:
1. Al mes de haber hecho el depésito,
a) ¢ Cuanto dinero se agrega al capital depositado?
b) { Cuanto dinero hay en la cuenta de Ignacio a comienzos de febrero?
2. Ignacio deja todo ese dinero depositado durante otro mes. A principios de marzo,
a) ¢ Cuanto dinero se agrega a su cuenta?
b) ; Cuanto dinero tiene Ignacio en esa cuenta entonces?

3. Ignacio confia en el banco y deja depositado durante otro mes todo el dinero obte-
nido hasta el momento. A principios de abril,

a) ¢ Cuanto dinero se agrega a su cuenta?

b) ; Cuanto dinero tiene Ignacio en dicha cuenta?

ORIENTACIONES

Desde el punto de vista econédmico se dice que el depdsito de Ignacio fue
hecho a interés compuesto. Esto significa que el capital depositado cada mes
es el capital o monto obtenido al cabo del mes anterior.

Repasemos las cuentas que hizo para contestar las preguntas anteriores para
construir una férmula que permita calcular el capital después de una cantidad
de meses de efectuado el depdsito.

Para calcular el interés del primer mes, calculamos el 2 % de 500. Esto es:

2
W'SOO =0,02.500 =10
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Esta suma se agrega a los $ 500. Por lo tanto, a fines de Enero tendrd $ 510
en su cuenta. (;Coincide con su respuesta?)

También podriamos plantear el cdlculo de la cantidad de dinero en la cuenta
de Ignacio a fines de Enero del siguiente modo: 500 + 0,02 . 500.

Como 500 se repite como factor en los dos términos, lo podemos sacar como
factor comun: 500 . (1 + 0,02) = 510

Para calcular el interés del segundo mes, calculamos el 2 % de 510. Esto es
0,02 . 510

Esta suma se agrega a los $ 510. Esto es:
510 + 0,02 .510 =510 . (1 + 0,02) = 520,2. (;Coincide con su resultado?).

Pero, como vimos, 510 = 500 . (1 + 0,02). Por lo tanto, podemos escribir la
cuenta anterior asi:

500. (1 +0,02). (1 +0,02) =500. (1 + 0,02)2 =520,2
Para calcular el interés del tercer mes, calculamos el 2 % de 520,2.
Esto es 0,02 . 520,2
Esta suma se agrega a los $ 520,2. Esto es:

520,2 + 0,02 . 520,2 = 520,2 . (1 + 0,02) = 530,604 (;Coincide con su
resultado?)

Pero como vimos 500 . (1 + 0,02)2 = 520,2. Por lo tanto, podemos escribir
la cuenta anterior asi:

500 . (1 + 0,02)>. (1 + 0,02) = 500 . (1 + 0,02)°

Resumiendo los cdlculos anteriores para hallar los capitales obtenidos o mon-
tos M, teniendo en cuenta el tiempo t (en meses), podemos escribir:

Después de un mes (t = 1), resulta: M(1) = 500 . (1 + 0,02)1
Después de dos meses (t = 2), resulta: M(2) = 500 . (1 + 0,02)2
Después de tres meses (t = 3), resulta: M(3) = 500 . (1 + 0,02)3

Asi podrfamos seguir para los demds meses que dure el depdsito.

Después de t meses, resulta M(t) = 500 . (1 + 0,02)". Esta férmula nos per-
mite calcular el monto de dinero que Ignacio tiene en su cuenta al cabo de t
meses después de haber depositado $ 500 al 2 % mensual.
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ACTIVIDAD N° 5: “RESOLUCION DE ECUACIONES EXPONEN-
CIALES Y LOGARITMICAS”

Vamos a retomar las actividades de la Unidad 2 referidas a la composicion de funciones. Alli tra-
bajamos con los operadores elementales para “armar” (o componer) férmulas.

Si le resulta necesario, revea este tema en la Unidad 2.

Responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cual es la formula inversa de f(x) = log; x?
2. ;Cudl es la férmula inversa de g(x) = x + 1?
3. ¢(Cual es la formula inversa de h(x) = 2x?

4. ;Cudl es la formula inversa de k(x) = 3?

5. ¢Cual es la férmula inversa de n(x) = x - 1?

6. ¢(Cual es la formula inversa de m(x) = x : 2?

Utilizando las féormulas dadas en la Parte A:

1. a) Haga la composicion (f o g) (x). Para hacerla utilice la secuencia de operadores que
le damos a continuacion y los ejemplos numéricos dados en ellos:

4-----1------- e e

b) Haga la composicion de féormulas que le permita deshacer lo hecho por el opera-
dor compuesto (f o g) (x). Pruébela con los numeros que obtuvo a la salida de
(f 0 g)(x).
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2. a) Haga la composicion (h o k)(x).

b) Haga la composicion de férmulas que le permita deshacer lo hecho por el operador
compuesto (h o k)(x). Pruébela con los nimeros que obtuvo a la salida de (h o k)(x).

3. a) Haga la composicion (f o g o h)(x).

I

|

!
o ] ———— —— —— —— - —

I |

b) Haga la composicion de féormulas que le permita deshacer lo hecho por el operador

|

compuesto (f o g o h)(x). Pruébela con los nimeros que obtuvo a la salida de
(f o g 0 h)(x).

R

ORIENTACIONES

Observamos que los pares de operadores elementales f(x) y k(x); g(x) y n(x);
h(x) y m(x) son inversos entre si.

Es decir que lo que “hace” uno de ellos lo “deshace” el otro.

También podemos ver que si los componemos en un determinado orden, para
deshacer la férmula compuesta que se obtiene aplicamos los operadores inver-
sos en el orden inverso.

Esta operacién de armado y desarmado de férmulas permite resolver ecuacio-

nes, como lo hemos visto en Matematica A y B.
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Resuelva las siguientes ecuaciones, escribiendo los operadores que “hacen” y “deshacen”.

a)7.2**1'=35
b) log, (3 +2x) =3

) 5.e % "= 4 Para resolver esta ecuacion tenga en cuenta que la férmula inversa de
j(x) = € es j(x) = In x (que es un logaritmo en base e que leemos logaritmo natu-
ral o logaritmo neperiano de x).

1. Responda la siguiente pregunta sin resolver la ecuacion:
¢Entre qué numeros enteros esta el valor de x que verifica la ecuacion 3* = 25?

2. Resuelva la ecuacion dada en el item 1.

ORIENTACIONES
Al aplicar el operador f(x) = 3%, que “hace” esta ecuacién, tenemos:
f(x)
X - 3*=25

Para resolver la ecuacién aplicamos el operador g(x) = log, x, que “deshace”
lo “hecho” por el operador f(x) = 3*. El esquema es el siguiente:

|
25 - N log3 25 =x

Nos encontramos con el problema de hallar el log3 25, que no es calculable
mentalmente (sélo podemos saber que estd entre 2 y 3). Este era el problema
original ya que hallar el log; 25 significa encontrar el exponente al que debe
elevarse el 3 para obtener 25, que es lo que plantea la ecuacién dada.

Uso de calculadora: Para el célculo de log; 25, podriamos recurrir a la calculadora

cientifica. Pero nos encontramos con que en la calculadora solo aparecen dos teclas

referidas a logaritmos: ellas son la tecla “log” y la tecla “In":
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e La tecla “log” se refiere a logaritmos decimales o en base 10.

e La tecla “In” se refiere a logaritmos neperianos o naturales o en base e.

Es decir que la calculadora no tiene una tecla que permita calcular logaritmos en base 3.

L

94}

>

Veremos cémo resolver este problema:

Tomemos la ecuacién 3™ = 25.

Apliquemos logaritmos decimales a ambos miembros de la igualdad:
log (3") = log 25

Apliquemos la propiedad de logaritmos referida a la potenciacién:

x . log 3 = log 25
log 25
log 3

Despejemos x:  x =

Calculemos log 25 y log 3 (con la calculadora) y dividamos. Resulta: x 02,93.

Obtuvimos un resultado entre 2 y 3 (como esperdbamos), que es el valor de

log 25
log 3

log, 25. Es decir, que podemos escribir que: log, 25 =

Curiosidad: Repita el procedimiento anterior aplicando logaritmos naturales
(tecla “In”) y vea qué resulta.

EN TERMINOS MATEMATICOS: FORMULA DE CAMBI0 DE BASE
log 25
log 3

Esta cuenta nos permitié cambiar la base del logaritmo que tenfamos a otra

Como vimos, hemos calculado el valor de log3 25 haciendo el cociente

base con la que pudimos usar la calculadora.

Lo hecho es un ejemplo de la férmula de cambio de base:

a través de la cual podemos calcular un logaritmo en una base a cualquiera,
usando logaritmos decimales.

También podemos escribir una férmula para calcular logaritmos en cualquier
base a usando logaritmos naturales:
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ACTIVIDAD N° 6: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

En esta actividad lo orientaremos para que trabaje utilizando el libro tematico 2: Funciones 2 de
Altman, S. y otros, editorial Longseller.

El abordaje de estos temas se realizara unicamente en base a la lectura y la resolucion
de las actividades que le indicaremos en los siguientes parrafos.

En el capitulo 3 - Funciones y ecuaciones exponenciales y logaritmicas:

1. Lea la presentaciéon en la pagina 57.

Resuelva los Problemas 1, 2 y 3 planteados en la pagina 58.

Lea la resolucién del Problema 1 en la pagina 59.

Lea las Propiedades y la resolucién del Problema 2 en la pagina 61.

Lea la resolucion del Problema 3 en la pagina 62.

Resuelva los ejercicios 3, 4 y 5 del recuadro de la derecha de la pagina 61.
Resuelva los ejercicios 6, 7 y 8 del recuadro de la izquierda de la pagina 62.

Lea la Conclusién y la Propiedad en la pagina 62 y comienzo de la pagina 63.

W L N o U A W N

Resuelva el ejercicio 11 del recuadro de la derecha de la pagina 63.

-
o

. Resuelva los Problemas 4 y 5 planteados en la pagina 63.

. Lea la resolucion de los Problemas 4 y 5 en las paginas 63 y 64.

-
N

. Lea las paginas 65, 66 y 67: Logaritmos y Propiedades.

-
w

. Resuelva los ejercicios 12, 13y 14 del recuadro de la derecha de la pagina 65.

-
=Y

. Resuelva el ejercicio 15 del recuadro de la izquierda de la pagina 66.

-
Ul

. Lea las paginas 69, 70 y 71 desde el titulo “Ecuaciones exponenciales y logaritmicas”
hasta donde dice “x =5" en la pagina 71. No lea a partir de donde dice “Para resol-
ver la ecuacion planteada en e.”

16. Resuelva el ejercicio 22 del recuadro de los margenes izquierdo y derecho de las
paginas 70y 71.

17. Resuelva los ejercicios 4, 8, 11, 12 y 20 (solo los items b, f, g, h, i) de las paginas 74,
75,77y 78.

.—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—--
-—
-—

Antes de comenzar a estudiar la proxima unidad, usted debe realizar los ejerci-
cios de integracion correspondientes a la Unidad 3.

iNo deje de realizarlos!
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Funciones trigonometricas

En esta unidad retomaremos la idea de semejanza de tridngulos trabajada en
Matemdtica B para introducir el concepto de razones trigonométricas de un
dngulo agudo en un tridngulo rectdngulo. Usaremos esas razones para calcular
las medidas de los lados y los dngulos de un tridngulo rectdngulo.

Ademds ampliaremos el uso de las razones trigonométricas a dngulos no agu-
dos y definiremos las funciones trigonométricas seno y coseno. Veremos las
representaciones gréficas de estas dos funciones y estudiaremos sus principales
caracterfsticas.

Propositos de la unidad

En relacién con los contenidos de esta unidad le proponemos que:
e Reconozca las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

e Utilice dichas razones para calcular las medidas de los lados y los dngulos
de un tridngulo rectdngulo.

* Resuelva situaciones problemdticas utilizando razones y ecuaciones trigo-
nométricas.

e Utilice el sistema circular de medicién de dngulos.

* Represente las funciones trigonométricas seno y coseno en un sistema de
ejes coordenados cartesianos.

* Analice funciones trigonométricas.
* Resuelva ecuaciones trigonométricas.

e Utilice el teorema del seno y el teorema del coseno para calcular las medi-
das de los dngulos y los lados de tridngulos oblicudngulos.

* Verifique algunas identidades trigonométricas.

Para trabajar con las siguientes actividades, debe tener en cuenta las condiciones de
semejanza entre figuras. Si no tiene claro este tema, trabajelo en la Unidad 4 de

Matematica B antes de comenzar a resolver las actividades planteadas a continuacion.
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ACTIVIDAD Ne 1: “RAMPAS DE ACCESO”

Una empresa fue contratada para colocar rampas de acceso a varios edificios. Las entra-
das de dichos edificios estan a diferentes alturas respecto del nivel de la vereda. Por con-
trato, el dngulo que forma la rampa con respecto a la vereda (horizontal) es de 20°. Lo
descripto puede esquematizarse de la siguiente manera:

C

(36\96 altura de
la entrada

20°

B

A continuacion se representan varias posibles rampas de acceso con sus respectivas
medidas, construidas de acuerdo con las condiciones dadas:

Co
Cq
%
A S 02
gl 1 30 cm W 40 cm
20° 20°
A1 82,42 cm B/ A 109,9 cm Bz
Cs
A\
A%
50 20 cm
A 20°
B
3 54,95cm 3

Recuerde que los triangulos se clasifican segun sus angulos en: acutangulos, rectangulos y

obtusangulos. Si lo necesita puede revisar el tema en la Unidad 5 de Matematica A.

1. Responda las siguientes preguntas:

a) Teniendo en cuenta esta clasificaciéon, ;qué tipo de triangulos son los representa-
dos arriba?

b) Teniendo en cuenta lo trabajado en la Unidad 4 de Matematica B: ; como son entre
si las medidas de los lados correspondientes de los tres tridngulos representados?
¢COomo son entre si las medidas de los angulos correspondientes de los tres tridan-
gulos representados?
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) En consecuencia, ;c6mo son entre si los triangulos A,B,C,, A,B,C, y A;B,C;?

d) Teniendo en cuenta sus respuestas a los items b) y ¢), ;como sera cualquier tridngu-
lo rectangulo que tenga un angulo de 20°, respecto de los anteriores?

e) Los triangulos A,B,C,, A;B.C; y A;B.C. dibujados a continuacién representan otras
posibles rampas con las condiciones dadas:
Cs
Cq

20° 20°
Aq By As Bs

20°
Ag Be

Teniendo en cuenta lo que respondioé en el item d), complete las siguientes propor-
ciones entre las alturas de entrada a los edificios y las longitudes de rampa:

B,C,0  B,C,O B,C,0 (BeCeD BCol o

2. Se calculé que en un edificio cuya entrada tiene 10 cm de altura, la rampa de acceso
mide 29,24 cm aproximadamente. En otro edificio se sabe que la altura de la entrada
es de 15 cm, ¢;cudl sera la medida de la rampa? Responda teniendo en cuenta las pro-
porciones planteadas en el item e).

3. El encargado de la empresa quiere tabular posibles alturas de edificios y las medidas
de sus respectivas rampas. Suponga que usted es empleado de esta empresa y le soli-
citan el trabajo.

Complete la siguiente tabla:

Altura de la entrada del edificio (en cm) I 10 15 22 25 35

Medida de la rampa (en cm) I 29,24 | 43,85

4. ;Cuanto vale en cada caso el cociente entre la altura de la entrada al edificio y el largo
de la rampa? Realice el calculo utilizando 2 decimales.
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ORIENTACIONES

Los tridngulos que representan a las rampas de acceso a los edificios son tridn-
gulos rectédngulos. En ellos, la altura de la entrada al edificio es uno de sus cate-
tos y la rampa es la hipotenusa. Al cateto que representa la altura de la entra-
da al edificio lo llamamos cateto opuesto al angulo de 20° por su ubicacién
respecto del dngulo de 20°.

Responda las siguientes preguntas:

1. En los triangulos dados, ¢cuanto valen los cocientes o razones:

medida del cateto opuesto al angulo 20° ,
medida de la hipotenusa

2. Si consideramos otros tridangulos semejantes a los dados, icuanto valen los cocientes
0 razones:

medida del cateto opuesto al angulo 20°
medida de la hipotenusa

ORIENTACIONES

Todos los tridngulos rectdngulos que tienen un dngulo de 20° son semejantes
entre si. Por lo tanto, los cocientes (o razones) entre la medida del cateto
opuesto al dngulo de 20° y la medida de la hipotenusa valen lo mismo para
cualquiera de esos tridngulos. Es decir que:

medida del cateto opuesto al dngulo 20°
medida de la hipotenusa

es un valor constante.

Esta constante es una razén trigonométrica que recibe el nombre de seno de
20°. Simbdlicamente lo escribimos sen 20°. O sea que:

sen 20° = medida del cateto opuesto al 4ngulo 20° _ 0,34
medida de la hipotenusa

—-| Uso de calculadora: Podemos averiguar el valor de sen 20° con la calculadora cienti-
HH | fica utilizando la tecla SIN. En esta actividad trabajaremos con angulos medidos en
grados sexagesimales. Por eso, debe usar su calculadora en MODE DEG (verifique que
en la pantalla aparezca una letra D o la abreviatura DEG).
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Verifique, utilizando su calculadora, que los cocientes que calculé en la Parte B coinci-
den con el valor de sen 20° (aproximadamente).

Responda las siguientes consignas:

1. Teniendo en cuenta la semejanza de los tridngulos dados complete las siguientes pro-

porciones:

a) b) 19)

(A,B,0 [AB;O AB,0 [ABLO [AB, O
Ao . [(AC, O (AC. O [ACO

2. El encargado de la empresa quiere confeccionar una nueva tabla con los valores de
x ey, siendo x la distancia entre el punto de apoyo de la rampa en la vereda y la base
del escalén; ey el largo de la rampa. En el esquema que sigue se indican los lados del
tridngulo designados como x e y.

20°

x

Complete la tabla:

X (en cm) 80 60 90 100

y (en cm) 85,13

ORIENTACIONES

El lado del tridngulo rectdngulo que representa la distancia entre el punto de
apoyo de la rampa en la vereda y la base del escalén, por su ubicacién respec-
to del dngulo de 20°, se llama cateto adyacente al angulo de 20°.
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Calcule los cocientes o razones:

medida del cateto adyacente al angulo 20°
medida de la hipotenusa

utilizando cada uno de los valores de la tabla de la Parte D.

ORIENTACIONES

Todos los tridngulos rectingulos que tienen un dngulo de 20° son semejantes
entre si. Por eso todos los cocientes o razones:

medida del cateto adyacente al dngulo 20°
medida de la hipotenusa

valen lo mismo. Su valor aproximado es de 0,94.

Esta constante es otra razén trigonométrica que recibe el nombre de coseno
del 4ngulo de 20°. Simbdlicamente es cos 20°.

Resulta entonces que:

cos 20° - medida del cateto adyacente al 4ngulo 20° _ 0,94
medida de la hipotenusa

—.] Uso de calculadora: También puede calcular este valor con la calculadora cientifica,
H usando la tecla COS.
Verifique, usando su calculadora, que los cocientes calculados en la Parte E coinciden :
todos con el valor de cos 20 °. :
[ |
ACTIVIDAD Ne 2: “RAMPAS PARA CARGA Y DESCARGA”
Otra empresa es contratada para fabricar rampas de carga y descarga de camiones de
transporte de mercaderias. El angulo que debe formar cada rampa con el piso (horizon-
tal) es de 30°. El gerente de produccion de la empresa quiere prever los largos de las
rampas de acuerdo con las distintas alturas de los camiones.
1
1. En el siguiente esquema, ubique el lado del tridngulo que representa a la altura del :
camion, el que representa a la rampa y el que representa al piso. Indique también el :
angulo de 30°. ¥
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camion

00 O

2. Responda las siguientes preguntas:

a) Teniendo en cuenta las razones trigonométricas seno y coseno del dngulo de 30°,
¢cudl de ellas corresponde al cociente entre la altura del camién (cateto opuesto al
angulo de 30°) y el largo de la rampa (hipotenusa del tridngulo)?

b) { Cuanto vale dicho cociente? Complete la siguiente igualdad usando ese valor:

_ altura del camion

largo de la rampa

¢) Se sabe que la altura de un camién es de 0,6 m. Utilice la igualdad que plante6 en
el item b) para calcular el largo de la rampa que debe prever el gerente.

-________________________________-»

ORIENTACIONES

altura del camién

Si tenemos en cuenta que: sen 30° = y llamamos x al

largo de la rampa

largo de la rampa, podemos escribir: sen 30° = 0,60 m

X

Como sen 30° = 0,5 (verifiquelo con su calculadora) resulta la ecuacién

0’5 - 0,60 m
X

De alli despejamos el valor de x:
0,5.x=0,6
x=0,6:0,5=1,2m (que es el largo de la rampa)

En el depdsito de la empresa quedd una rampa que mide 2 m de largo.

Responda las siguientes preguntas:

1. El gerente quiere averiguar cual deberia ser la altura del camién para el que podria
servirle la rampa disponible.

A ———
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a) ;Qué igualdad o ecuacién puede plantear que le permita averiguarlo?
b) Calcule la altura de ese camién.

2. ;A qué distancia del camion apoya la rampa sobre el piso? Para calcularla, plantee y
resuelva la ecuaciéon que le permite calcular lo pedido.

L S S

ORIENTACIONES

Podemos averiguar cudl es la altura del camién a partir de la ecuacidn:

sen 30° =

, siendo x la altura del camidén.

Si despejamos el valor de x, resulta: x =sen 30°.2m =0,5.2m =1 m.

A partir de la ecuacién: cos 30° = , podemos averiguar la distancia z

m
que hay desde el camién hasta el punto de apoyo de la rampa sobre la calle.

Despejando resulta: z = cos 30°. 2 m = 0,86 .2 m = 1,72 m.

Observamos entonces que, el sen 30° nos permite hallar la medida de la hipo-
tenusa del tridngulo si conocemos la medida del cateto opuesto al dngulo de
30°. También nos permite hallar la medida del cateto opuesto al dngulo de 30°
si sabemos cudnto mide la hipotenusa.

Por otro lado, el cos 30°, nos permite hallar la medida de la hipotenusa del
tridngulo si conocemos la medida del cateto adyacente al dngulo de 30°.
También nos permite hallar la medida del cateto adyacente al 4ngulo de 30°
si conocemos cudnto mide la hipotenusa.

EN TERMINOS MATEMATICOS: RAZONES TRIGONOMETRICAS
EN UN TRIANGULO RECTANGULO

En las actividades anteriores hemos trabajado con razones (o cocientes) trigo-
nométricas que se dan en tridngulos rectdngulos. Las hemos llamado seno y
coseno de un dngulo.

En el esquema de la

C . .
izquierda le mostramos
un tridngulo rectdngulo
= cateto ABC cualquiera, en el
‘Qo\e(\ opueAsto que destacamos un
A aa dngulo a (no recto) y los
7 nombres de los catetos
a del tridngulo en relacién
A B ,
cateto adyacente con ese dngulo.
aao
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Todos los tridngulos rectdingulos que tienen un dngulo de medida O son seme-
jantes entre si. Por ejemplo, los tridngulos ABC y A;B,C, son semejantes.

C
C

Q>
Q>
_/

A B A By

Por lo tanto, podemos afirmar que la razén (o cociente) entre la medida del
cateto opuesto al dngulo O y la medida de la hipotenusa, es constante. A dicha
constante la llamamos seno del angulo a, y la simbolizamos sen &. Entonces
definimos:

. N
sen & = medlda.l del cateto. opuesto a O
medida de la hipotenusa

También es constante la razén (o cociente) entre la medida del cateto adya-

cente al dngulo o y la medida de la hipotenusa. A dicha constante la llamamos
’ N . . N .

coseno del angulo O y la simbolizamos cos @ . Definimos:

. N
cos & - medida -del cateto sildyacente ad
medida de la hipotenusa

De manera similar a lo visto para sen § y cos @, podemos definir otra razén
trigonométrica llamada tangente de & . Definimos:

tg = medida del cateto opuesto a &

medida del cateto adyacente a &

Los valores sen G, cos 4 y tg a, para los distintos dngulos a posibles, se pue-
den determinar con la calculadora cientifica.

Quedo otra rampa en el depdsito. Mide 2,5 metros de largo. La compran para la carga
y la descarga de un camion que mide 0,9 metros de altura. Por razones de seguridad,
hay una reglamentacion para el uso de estas rampas que establece que el angulo que
forma la rampa con el suelo no puede ser mayor a 31°.

Se quiere averiguar si se puede usar esta rampa sin cometer una infraccion a la regla-
mentacion. Es decir, se quiere averiguar cuanto mide el angulo que forma la rampa con
el suelo.

e e e
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Teniendo en cuenta la informacion anterior, responda las siguientes consignas:

1. Ubique los datos y la incégnita en un esquema como el siguiente:

2. Respecto del dngulo a que se quiere averiguar, ; qué lugar ocupan los lados del trian-
gulo que son datos?

3. ;Con qué razoén trigonométrica podria vincular los datos con la incégnita? Plantee la
igualdad que le permita averiguar el valor de dicha incégnita.

4. Determine, en forma aproximada, la medida del &ngulo a utilizando su calculadora.
Tenga en cuenta los valores sen 20° y sen 30° calculados anteriormente.

camion .

~ 06 0

suelo

B

ORTENTACIONES

Del tridngulo rectdngulo formado por la altura del camién, la rampa y el
suelo, tenemos las medidas del cateto opuesto al dngulo a 'y de la hipotenusa.

09
55 = 036

Teniendo en cuenta que sen 21° 00,358 y sen 22° 00,374, podemos estimar

Podemos plantear entonces la siguiente igualdad: sen a =

que 0 mide algo mds de 21°.

[ m——)

Uso de calculadora: Podemos calcular cuanto mide a usando la calculadora cientifica
(en MODE DEG). Observe en su calculadora que sobre la tecla SIN aparece SIN™', que

es la operaciéon que permite hallar la medida del angulo si se sabe el valor del seno

del mismo. Para utilizar la tecla SIN™' debe apretar, previamente, la tecla SHIFT o INV.

Realizando dicho calculo resulta a [121,1° = 21° 6'. También si se sabe el valor del

AL . . .
coseno de un angulo o de la tangente de un angulo, se puede averiguar la medida

de ese angulo usando COS ' o TAN " en su calculadora.

ACTIVIDAD N° 3: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

106 |

En esta actividad lo orientaremos para que trabaje utilizando el libro tematico 2: Funciones 2 de
Altman, S. y otros, editorial Longseller.

Realizaremos el abordaje de estos temas inicamente en base a la lectura y la resolucion de las acti-
vidades que le indicaremos en los siguientes parrafos.

Le indicaremos paso a paso el camino que debe seguir.
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1.

o ® N o U B W N

- = = -
w N = O

.—-——-—-—--—-—--—-—-——-—-—--——
-
E =Y

En el capitulo 4 - Funciones y ecuaciones trigonométricas:

Lea la presentacion del capitulo en la pagina 81.

Resuelva el problema 1 propuesto en la pagina 82.

Lea la resolucién del problema 1 en la pagina 84.

Resuelva los problemas 2 y 3 en la pagina 85.

Lea la resolucién de los problemas 2 y 3 en las paginas 86 y 87.

Resuelva el ejercicio 1 propuesto en el recuadro de la derecha de la pagina 85.
Resuelva los ejercicios 2 y 4 propuestos en el recuadro izquierdo de la pagina 86.
Lea el “Teorema del seno” en la pagina 88 y comienzo de la pagina 89.

Resuelva los ejercicios 5, 6 y 7 propuestos en el recuadro izquierdo de la pagina 88.

. Resuelva los ejercicios 8 y 9 propuestos en el recuadro de la derecha de la pagina 89.
. Lea el problema 4 y su resolucién en las paginas 91y 92.

. Lea el “Teorema del coseno” en la pagina 92 y comienzo de la pagina 93.

. Resuelva los ejercicios 14 y 15 propuestos en el recuadro izquierdo de la pagina 92.

. Resuelva los ejercicios 1, 2, 3, 5,6, 7,9, 10, 11, 12, 13y 14 de la Guia de ejercitacion

propuesta en las paginas 101 a 104.

ACTIVIDAD N¢ 4: “UN JUEGO PARA COMPUTADORAS”

La empresa Ko-Mun ha ideado el siguiente juego para computadoras.

En la pantalla de la computadora aparece una circunferencia (como la dibujada abajo)
sobre la que gira un satélite artificial del enemigo en el sentido que indica la flecha.

1
]/

La posicion inicial del satélite es A, indicada en el dibujo y gira en sentido “contrario a
las agujas del reloj”.

A través del teclado se puede dar una orden para atacar al satélite.

En este juego hay que actuar con cuidado para obtener un buen puntaje. Cada vez que
la orden de ataque tenga éxito, es decir que toque al satélite, se obtiene un puntaje que
puede ser positivo o negativo segun el lugar de la circunferencia donde se encuentre el
satélite en el momento del impacto. La orden de ataque que debe dar es la longitud del
arco de circunferencia que ha recorrido el satélite desde su posicion inicial A,
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Veamos cdémo se asignan los puntajes. Para ello, le damos los siguientes dibujos corres-
pondientes a dos jugadas:

Arco @1 2
v2| A2 \‘
; - Ao
ez
AE{é ------------ y12

Responda las siguientes preguntas a partir de la observacién de los dibujos anteriores:

1. Por ejemplo, si usted dio como orden o instruccion la longitud del arco AjA, y el saté-
lite esta en el punto A,, entonces es impactado por el disparo. En ese caso, el punta-
je asignado es el de la ordenada y, del punto A,.

¢ Qué signo tendra el puntaje obtenido en este caso?

2. Otro ejemplo: Si el satélite ha recorrido el arco AyA,, hasta el momento del impacto,
tiene un puntaje equivalente a la ordenada y,, del punto A,,.

¢Qué signo tendra el puntaje obtenido en este caso?

La computadora indica en la parte superior de la pantalla el puntaje cuando se produce
el impacto. Pero también, si el jugador lo solicita muestra un gréfico que expresa “el
puntaje correspondiente a cada longitud de arco recorrido por el satélite desde A, hasta
la posicion del impacto”.

Por un desperfecto en la computadora, al pedir este grafico, el mismo se esta mostran-
do incompleto. Tendra que completarlo usted. Vayamos viendo de qué se trata con la
ayuda del siguiente grafico:

APuntaje

de Arco
»

! Ao A1 M B As As As A7 [As As Awg B Az A1z Arg Bis Aie A1 Atg Are Az
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Responda las siguientes preguntas a partir de la observacién del grafico:
1. Si el satélite recorre el arco A A, y es tocado en A;:
a) ;Cudl es, aproximadamente, el puntaje obtenido?

b) ;Dénde puede leerse?

. - . . 7, —_
2. ;Dénde esta ubicado el punto Ag en la circunferencia? Es decir, ;cual es el arco AjAg

en la circunferencia? Sugerencia: Tome un hilo o piolin y mida con él el segmento
A A; en el grafico de los puntajes. Después ponga un extremo del hilo en A, y extién-
dalo sobre la circunferencia. Encuentre asi el punto A; sobre la circunferencia.

3. ¢{Qué puntaje le corresponde al jugador si el satélite fue alcanzado por un disparo
cuando recorre una longitud igual a la del segmentom a partir del punto inicial
A, de la circunferencia? ; Qué tiene en cuenta para responder a partir de la circunfe-
rencia? ;Y para responder a partir del grafico de los puntajes?

4. a) Siga midiendo con el hilo y marque los puntos A,, A;, A, ..., A, A, en la circun-
ferencia.

b) Complete el grafico de puntajes. Para eso considere los puntajes que se obtienen al
acertar al satélite en esos puntos de la circunferencia.

¢) ;Qué puntaje obtendrd, aproximadamente, si le acierta al satélite en cada uno de
los puntos que marcé en el item a)?

5. a) Ahora piense en todos los puntos que hay entre Ajy A, en la circunferencia.
¢Cuantos son? ;Entre qué valores estaran los puntajes asociados con ellos?

b) (Y si se consideran todos los puntos entre A, y A,? ;Cuéantos son y entre qué valo-
res estaran los puntajes asociados con ellos?

) ¢Y si se consideran todos los puntos entre A, y A;?

d) ;Hay algun punto de la circunferencia para el cual no se obtenga puntaje?
(Aclaracion: Esto no quiere decir que el puntaje sea cero).

6. Teniendo en cuenta lo que contestd en el item 5., complete el grafico de los punta-
jes indicando en él los puntajes correspondientes a todas las longitudes de arco posi-
bles de ser recorridas por el satélite.

7. Usted tiene que pensar una estrategia para este juego. Tenga en cuenta que para
acertar el ataque, en la orden dada a la maquina se debe indicar exactamente la lon-
gitud de arco recorrida por el satélite.

En los casos en que se acierte con el disparo:
a) ;Con qué orden (o sea, con qué longitud de arco) obtendria el mejor puntaje?

b) {Qué orden le daria a la maquina para que su puntaje no se altere? (O sea, que el
puntaje de ese disparo sea cero).
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¢) {Qué orden no le conviene dar porque le otorgaria el peor puntaje?
d) ;{Qué 6rdenes dadas a la computadora le darian puntajes positivos?
e) {Qué ordenes restarian puntaje a lo obtenido anteriormente (es decir, le darian
puntajes negativos)?
8. ¢(Como es la longitud de la circunferencia con respecto a la del segmento m del
grafico? (Compruébelo midiendo con el hilo).

9. La longitud L de una circunferencia cuyo radio es r se calcula utilizando la férmula
L=2Tm.r (o lo que eslo mismo “2 mmveces el radio”). Si usaramos el radio como uni-
dad de medida, o sea que r = 1, ;qué longitud tiene la circunferencia? Por lo tanto,
¢qué longitud tiene el segmento A)A,, del grafico?

10.; Cuantos grados mide el dngulo abarcado al dar una vuelta completa a la circunfe-
rencia?

ORIENTACIONES

El segmento A A, mide 2 1. radio (es decir que mide “2 T veces la unidad de
radio”). Como estamos usando el radio como unidad de medida decimos que
mide 27 radianes (6 2m rad). También podemos decir que al dar una vuelta
completa a esta circunferencia se recorre un arco de 21 radianes. El dngulo
abarcado al dar una vuelta completa a la circunferencia mide 360°. Por lo
tanto, podemos establecer una equivalencia entre arcos y dngulos: un arco de
21 radianes equivale a 360°.

1. Indique en la escala del eje de abscisas (longitudes de arco) del grafico correspon-
diente a los puntajes, la longitud de cada uno de los arcos considerados. Para ello,
complete la siguiente tabla indicando las longitudes de los arcos en radianes. Le
damos algunos ejemplos (usando 1t [03,14):

Arco AAs | AcAs | AAs | AdAs | AcAs | AvAs | AdA7 | AcAs | AvAg | AvAy

Longitud 3m T n -
(en rad) 10 2 10
En
decimales 1,57 2,2 3,14
(aprox)

Arco AoAs1 | AcA1z | AcArs | AcArs | AcArs | AcArs | AcAq7 | AoAis | Ao | AcPr

Longitud 14n

(en rad) 10 2
En
decimales 6,28
(aprox)
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ORIENTACIONES

Si completamos el grifico en el que se representa el puntaje obtenido por acer-

tar al satélite después de que haya recorrido determinado arco de circunferen-
. ) .. ., 2

cia, se obtiene la siguiente representacién en R™:

APuntaje
T R :

0,8 oo B ,
0,6/ _ i ;

os4 B B H

: : : Longitud
0.2 : H de Arco
V>

0,2 i

0,4 51
-0,6)
-0,8,

N3
Sl

En el gréfico podemos observar que:

* Se obtiene puntaje nulo si el satélite es alcanzado después de haber reco-
rrido un arco de 0 rad, o de mrad o de 21 rad.

* Se obtiene puntaje negativo si el disparo certero se hace cuando el satélite
ha recorrido una arco de entre mrad y 2m rad.

* Se obtiene puntaje positivo cuando la instruccién de ataque le acierta al
satélite cuando ha recorrido un arco de entre 0 rad y m rad.

* El puntaje mdximo que se puede obtener es de 1 punto cuando se acierta
al satélite después de recorrer un arco de g rad.

* El disparo que menos conviene es que se acierte al satélite después de haber

recorrido un arco de% nirad ya que da un puntaje de -1.

r n TEr [
Uso de la calculadora: Veamos como se puede usar la calculadora cientifica para cal- 1

cular el puntaje de cada disparo certero. Pé6ngala en MODE RAD y en la pantalla debe

aparecer la leyenda RAD o una letra R. Use la tecla SIN para el valor de la longitud de
arco correspondiente. Por ejemplo, para el arco A A, teclee: 1/ 2 — SIN (en ese
orden o en el orden inverso, segun la calculadora que tenga). Lo que aparece en la
pantalla de su calculadora, ;concuerda con lo representado en el grafico?

Usted ya utilizé la tecla SIN de su calculadora en las Actividades N° 1y N° 2 de esta
Unidad. En esa oportunidad, la us6 en MODE DEG porque los angulos con los que tra-
bajamos estaban en grados sexagesimales. Tenga en cuenta en que MODE debe usar
la calculadora en cada caso.

2. Verifique los demas puntajes obtenidos usando su calculadora.
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ORIENTACIONES

En las Actividades N° 1 y N° 2, trabajamos con la razén trigonométrica “seno
del dngulo o utilizdndola en tridngulos rectdngulos. Podrfamos ubicar un
tridngulo rectdngulo en la circunferencia del juego descripto para relacionar lo
hecho en aquellas actividades con lo que estamos haciendo en ésta. Observe el
siguiente dibujo:

A2
1

72|
(03

Ao

En el dibujo, vemos que a un dngulo a le corresponde una determinada lon-
gitud de arco.

Si tenemos en cuenta que:

* la razén trigonométrica “seno de a” es el cociente entre la medida del cate-
to opuesto de a y la hipotenusa,

* el cateto opuesto coincide con la ordenada y, (o sea el puntaje en el juego),
* la hipotenusa coincide con el radio, que mide 1.
cateto opuesto de oy,

Resulta que: sen @ = sen AjA, = 1 Y-

hipotenusa

Es decir que el seno del dngulo a coincide con el puntaje obtenido por el dis-
paro. Podemos ampliar esta coincidencia a cualquier ubicacién del satélite, es
decir, a cualquier punto de la circunferencia.

Cuando en la igualdad anterior escribimos la expresion y, estamos utili-
zando un subindice, el 2, junto con el valor de y. El subindice tiene por
intencion unicamente diferenciar el valor usado en cada caso. Como en
este caso se trata del puntaje correspondiente al arco AyA, utilizamos
como subindice el numero 2, pero podriamos haber usado cualquier otro.
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La empresa creadora de este juego ha decidido ampliar las posibilidades de recorrido del
satélite. Esta ampliacion consiste en que el satélite pueda dar mds de una vuelta a la cir-
cunferencia y ademas puede girar en el otro sentido (es decir, “como las agujas del reloj”).

Teniendo en cuenta esta nueva informacién y dibujando sobre la circunferencia los reco-
rridos indicados en cada caso, responda las siguientes preguntas:

1. ;Qué ocurre con los puntajes asignados cuando el satélite es alcanzado por un dis-
paro después de recorrer un arco de mas de 2 trad? Por ejemplo:

a) ¢Cual es el puntaje obtenido si el disparo certero se produce cuando el satélite ha
recorrido una longitud de arco de 21t + W2 = (5/2)trad? ; C6mo es este puntaje con
respecto al obtenido por acertarle cuando recorrié un arco de 12 rad?

b) ¢Y si el arco mide 21t + /4 = (9/4)t rad? Comparelo con el puntaje obtenido si el
arco mide 174 rad.

c) ;Y con 2 i+ (3/2)t= (7/2)t rad? Compare con (3/2)mrad.

2. ;Qué pasa si el satélite diera las vueltas en el sentido contrario al que venimos tra-
bajando (es decir, “como las agujas del reloj”)? Para distinguir este sentido del otro,
usaremos un signo “ - ” delante de la longitud del arco. Por ejemplo:

a) ¢Cudl es el puntaje por acertar el disparo cuando el satélite giré una longitud de
arco de -1v2 rad? ;Con qué puntaje coincide de los que se obtienen con el sentido
de giro “en contra de las agujas del reloj”?

b) ;Y si el satélite gir6 un arco de -31/2 rad?

c) ;Y si gird -2mrad?

d) ¢Y si gir6 (-2 - 2m) rad?

La empresa Mon-Ku saco al mercado un juego muy parecido al descripto en la Parte A.
En este juego el puntaje obtenido por el disparo que acierta al satélite es el valor de la
abscisa de cada punto A,

Veamos algunos ejemplos utilizando el siguiente dibujo:

Arco @1 2

puntaje

X12 Ao

puntaje

—~
En este juego, por ejemplo, si el satélite ha recorrido el arco A,A,, (el puntaje del dispa-
S
ro certero es la abscisa x,, para el caso del arco A)A,, es X,,.
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Responda las siguientes consignas:
1. {Qué signo tiene el puntaje en cada uno de estos dos casos?

2. En la circunferencia del grafico dado en la Parte B, tiene indicados los puntos Ajy A,.

Ademas, en el item 4., usted agregé los puntos A,, A, ..., A,,.

Utilizando dichos puntos, y teniendo en cuenta la forma en que se asignan los pun-
tajes en este nuevo juego, repita lo pedido en los items 4., 5., 6.y 7. de la Parte By
en la Parte C. Para hacer la verificacion con la calculadora cientifica debe usar la tecla
COS (también acd en MODE RAD).

.

ORIENTACIONES

En las Actividades N° 1 y N° 2, trabajamos con la razén trigonométrica
“coseno del dngulo a “ en tridngulos rectdngulos. Si ubicamos un tridngulo
rectdngulo en la circunferencia del juego descripto resulta el siguiente dibujo:

Az

X2

Vemos que a un dngulo O le corresponde una determinada longitud de arco.
Teniendo en cuenta que:

* la razén trigonométrica “coseno de O” es el cociente entre la medida del
cateto adyacente de a y la hipotenusa,

* el cateto adyacente coincide con la abscisa x,, (o sea el puntaje),
* la hipotenusa coincide con el radio, que mide 1.

cateto opuesto de 0 x,

T

= =X

Resulta que: cos a = cos AgA, = hipotenusa 2

Es decir que el coseno del dngulo O coincide con el puntaje obtenido por el
disparo. Podemos ampliar esta coincidencia a cualquier ubicacién del satélite,
es decir, a cualquier punto de la circunferencia.
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El gréfico que representa el puntaje para cada longitud de arco correspon-

diente a un disparo acertado en el satélite es el siguiente:

1

A

't (Longitud
: de Arco)
| »

>

2'n

A partir de él, podemos observar y corroborar puntajes positivos, puntajes

negativos, puntajes nulos, puntaje mdximo, puntaje minimo y para qué lon-

gitudes de arco se obtienen.

W= e e ——————

La empresa Mon-Ku también decidié ampliar las posibilidades de recorrido del satélite.
Como en el otro juego, esta ampliacion consiste en que el satélite pueda dar mas de una
vuelta a la circunferencia y ademas puede girar en el otro sentido.

Teniendo en cuenta esta nueva informacion, responda las siguientes preguntas:

1.

¢Qué ocurre con los puntajes asignados cuando el satélite es alcanzado por un dis-
paro después de recorrer un arco de mas de 2mtrad? Por ejemplo:

a) ¢Cual es el puntaje obtenido si el disparo certero se produce cuando el satélite ha
recorrido una longitud de arco de 21t + W2 = (5/2)rtrad? ;Cémo es este puntaje con
respecto al obtenido por acertarle cuando recorrié un arco de 12 rad?

b) ¢Y si el arco mide 21 + w4 = (9/4)Tt rad? Comparelo con el puntaje obtenido si el
arco mide 174 rad.

c) ;Y con 21+ (3/2)t= (7/2)Ttrad? Compare con (3/2)mtrad.

. ¢Qué pasa si el satélite diera las vueltas en el sentido contrario al que venimos tra-

bajando (es decir, “como las agujas del reloj”)? Para distinguir este sentido del otro,
usaremos un signo “ - “ delante de la longitud del arco. Por ejemplo:

a) ¢Cudl es el puntaje por acertar el disparo cuando el satélite gir6 una longitud de
arco de -172 rad? ¢Con qué puntaje coincide de los que se obtienen con el sentido
de giro “en contra de las agujas del reloj”?

b) ¢Y si el satélite giré un arco de -312 rad?
c) ;Y si giré -2mrad?
d) ¢Y si gir6é (-2 - 2m) rad?
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ORIENTACIONES

En las Partes B y C, la funcién que da el puntaje obtenido en cada disparo
acertado es f: [0; 210 - R/ f(t) = sen t, siendo t la longitud de cada arco de
circunferencia (en radianes).

En esas Partes consideramos que el satélite es impactado antes de llegar a dar
una vuelta completa a la circunferencia (o sea que el arco recorrido mide entre
0 y 2Tt radianes). Considerando, entonces, el intervalo [0 ; 211, vemos que:

* Se obtiene puntaje por acertarle al satélite en cualquier punto de la circun-
ferencia, es decir que se puede considerar al intervalo [0 ; 2T como domi-
nio de la funcién f. En simbolos Dom f = [0 ; 271

* El mayor puntaje (1 punto) se obtiene si el satélite recorre un arco de TV2 rad.

. ., . . . Tt
Es decir que la funcién seno tiene un maximo relativo o local en t = > El
valor mdximo es 1.

. o " 3
* El menor puntaje (-1 punto) se obtiene si el satélite recorre un arco de —Ttrad.

O sea que la funcién f tiene un minimo relativo en t = > TU El valor mini-
mo es -1.

* De los tres puntos anteriores se puede deducir que el conjunto imagen de
la funcién seno es el intervalo [-1 ; 1]. En simbolos: Im f = [-1 5 1].

* No se modifica el puntaje (se obtiene 0 punto) si la orden es recorrer un arco
de 0 rad, Ttrad 6 2Tt rad. Estos son los ceros de la funcién f. Es decir que el
conjunto de ceros es C° = {0; TG 273.

* Se obtienen puntajes positivos para longitudes de arco entre 0 rad y m rad.
Es decir que el conjunto de positividad de la funcién fes C* = (0 ; ).

* Se obtienen puntajes negativos para longitudes de arco entre Ttrad y 2 Ttrad.
Es decir que el conjunto de negatividad de la funcién f es C = (TT5 210.

En la Parte D, cuando consideramos la posibilidad de que el satélite dé mds
vueltas, tanto en un sentido como en el otro, podemos decir que ampliamos
el dominio de la funcién f al conjunto de los nimeros reales R.

Observamos que los puntajes se repiten cada 27T radianes. O sea que se repi-
ten cada vuelta completa dada tanto en sentido horario como en sentido
antihorario. Se dice, entonces que la funcién f: R — R/ f(t) = sen t es una
funcién periddica y el periodo es de 21U

El grifico de la funcién f: R — R/ f(t) = sen t es aproximadamente as:

f (t)

l(longitud
» de arco)
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Andlogamente, en la Parte E, la funcién que da el puntaje obtenido en cada
disparo acertado es g: [0 5 2TT] — R/ g(t) = cos t, siendo t la longitud de cada
arco de circunferencia (en radianes).

Considerando el intervalo [0 ; 2T, vemos que:

* Se obtiene puntaje por acertarle al satélite en cualquier punto de la cir-
cunferencia, es decir que se puede considerar al intervalo [0 ; 27T como
dominio de la funcién g. En simbolos Dom g = [0 ; 2T].

* El mayor puntaje (1 punto) se obtiene si el satélite recorre un arco de 0 6
2 Ttrad. La funcién g tiene maximos locales o relativos en t = 0 y t = 21U
El valor mdximo es 1.

* El menor puntaje (-1 punto) se obtiene si el satélite recorre un arco de Ttrad.
El valor minimo de la funcién g es -1 cuando t = 1.

* De los tres puntos anteriores se puede deducir que el conjunto imagen de
la funcién coseno es el intervalo [-1 ; 1]. En simbolos: Im g = [-1 5 1].

* No se modifica el puntaje (se obtiene 0 punto) si la orden es recorrer un
arco de TU2 rad 6 3TU2 rad. Estos son los ceros de la funcién g en [0 ; 271.

Simbdlicamente, c’- {—- —n}.

* Se obtienen puntajes positivos para longitudes de arco entre 0 rad y T2 rad
6 entre 3TU2 rad y 2Tt rad. Es decir que el conjunto de positividad de la
funcién g es C'= (0 5 TW2) O (3102 5 210.

* Se obtienen puntajes negativos para longitudes de arco entre V2 rad y
3TU2 rad. Es decir que el conjunto de negatividad de la funcién g es

C = (1U2; 3102).

Si ampliamos el dominio de la funcién g al conjunto de los nimeros reales R,
observamos que los puntajes se repiten cada 2T radianes. O sea que se repiten
cada vuelta completa dada, tanto en sentido horario como en sentido antiho-
rario. Se dice, entonces que la funcién g: R —~ R/ g(t) = cos t es una funcién
periddica y el periodo es de 2

El grifico de la funcién g: R — R/ g(t) = cos t es aproximadamente asi:

_t (longitud
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Teniendo en cuenta el tridngulo rectangulo representado a continuacion y el teorema

de Pitagoras:

A2

X2

1. Escriba una igualdad que le permita relacionar a x, e y,.

2. Escriba una igualdad que le permita relacionar a cos a y sen a .

ORIENTACIONES

En el tridngulo recténgulo que hemos ubicado dentro de la circunferencia por
la que gira el satélite, la hipotenusa mide 1 y los catetos miden x, e y,. Por lo

_ e 2. 2
tanto, se puede establecer la siguiente relacién pitagérica: x,” +y,” = 1.

EN TERMINOS MATEMATICOS: LA IDENTIDAD PITAGORICA

Lo observado para los puntajes x, ey, se puede ampliar a cualquier otro par de
JeS X, €Y, q

puntajes x e y. Teniendo en cuenta que la abscisa x representa al cos t y que la

ordenada y representa al sen t, entonces se puede escribir la siguiente igualdad:

2 2
cos t+sen t=1.

Esta igualdad se denomina identidad pitagdrica.

ACTIVIDAD N° 5: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

‘ En esta parte de la actividad lo orientaremos para que trabaje utilizando el libro tematico 2:
e

Funciones 2 de Altman, S. y otros, editorial Longseller.
El abordaje de estos temas se realizara inicamente en base a la lectura y la resolucién de las acti-

vidades que le indicaremos en los siguientes parrafos.

A ———
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En el capitulo 4 - Funciones y ecuaciones trigonométricas:

1. Lea "Generalizacién de las definiciones de las relaciones trigonométricas” en las
paginas 89, 90 y 91.

paginas 105y 106.

|

I

I

I

1

I

: 2. Resuelva los ejercicios 10, 11y 12 propuestos en el recuadro izquierdo de la pagina 90.
: 3. Lea “Otro sistema de medicién de angulos: sistema circular” en las paginas 93 y 94.
I

: 4. Resuelva el ejercicio 16 propuesto en el recuadro derecho de la pagina 93.

I

: 5. Resuelva el problema 5 en la pagina 94.

: 6. Lea la resolucion del problema 5 en la pagina 94.

1

: 7. Lea "Funciones trigonométricas” en las paginas 95, 96 y 97.

I .

1 8. Lea el recuadro “Algo mas” de la derecha de la pagina 95.

I

: 9. Resuelva el ejercicio 17 propuesto en el recuadro derecho de la pagina 95.

I

: 10. Resuelva los ejercicios 19 y 20 propuestos en el recuadro derecho de la pagina 97.
: 11. Resuelva el problema 6 y lea su resoluciéon en las paginas 98 y 99.

I

: 12. Lea “Ecuaciones trigonométricas” en las paginas 99 y 100.

I

: 13. Resuelva el ejercicio 23 del recuadro derecho de la pagina 100.

: 14. Resuelva los ejercicios 16, 17, 18, 19 y 20 de la Guia de ejercitaciéon propuesta en las
1

1

1

1

[

En la Parte A, usted debid leer y trabajar sobre el tema ecuaciones trigonométricas. Dio

las soluciones de esas ecuaciones trabajando en el conjunto de los niumeros reales R.
Ahora le pedimos que resuelva la ecuacién 2 . cos x - 1 = 0, considerando a x en cada
uno de los siguientes intervalos:

a) [0; 2m]
b) [0; 51

c) [-2m; 57

- mm————————

Matemtica C ® UNIDAD 4 & j 119

N o -



J mate-c.gxd 27/04/05 11:42 a.m Pagi na 120 $

ORIENTACIONES

Si resolvemos la ecuacién 2 . cos x - 1 = 0 en [0 ; 211, de todas las soluciones
. ., , Tt 5

que tiene esta ecuacién en R, nos quedamos sélo con x = 3 y x= gTL

Si, en cambio, queremos dar las soluciones en [-213 51, tenemos algunas mds
ademis de las dos anteriores. En este caso, las soluciones son:

x=-E,x=- éT[,x=E,x= 2T[,x= ZT[,x= 2 T[yx=E .
3 3 3 3 3 3 3
Por lo tanto, si el conjunto en el que debemos buscar las soluciones de una
ecuacién no es el conjunto de todos los nimeros reales, tenemos que restrin-
gir las soluciones a tener en cuenta sélo a aquellas que pertenezcan al conjun-

to (o intervalo) dado.

Antes de comenzar a estudiar la proxima unidad, usted debe resolver los ejer-
cicios de integracion correspondientes a la Unidad 4.

iNo deje de realizarlos!
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Sucesiones

En esta unidad trabajaremos con algunas situaciones reales que pueden ser
representadas a través de funciones que tienen caracteristicas especiales: las
sucesiones. Entre ellas, veremos especialmente las sucesiones aritméticas y las
sucesiones geométricas.

Propositos de la unidad
En relacién con los contenidos de esta unidad, le proponemos que:
* Reconozca las caracteristicas de las sucesiones.

e Represente los términos de una sucesién en un sistema de ejes coordena-
dos cartesianos.

* Escriba los términos de una sucesién, a partir de su férmula.
e Escriba la férmula de una sucesién a partir de sus términos.
e Reconozca las caracteristicas de las sucesiones aritméticas y geométricas.

e Resuelva situaciones problemdticas en las que sea necesario usar sucesio-
nes.

ACTIVIDAD Ne¢ 1: “EL ALQUILER DE UN MICRO”

Los alumnos de una escuela organizan una excursion. Averiguan precios para alquilar un
micro que los Illeve a su destino. En una de las empresas de alquiler de micros les infor-
man que cuesta $ 240.

Deciden que van a repartir el costo del alquiler en forma equitativa (o sea, en partes
iguales) entre las personas que viajen.

1. A partir de la informacién anterior, responda las siguientes preguntas:

a) Si deciden viajar 10 personas, ;cuanto debe pagar cada una?
b) Si deciden viajar 24 personas, ;cuanto paga cada una?

) Si viaja una cantidad n de personas, ;con qué cuenta se puede calcular la cantidad
p de pesos que debe pagar cada una? Escriba una féormula que permite calcular p
a partir de n.

d) Si el micro tiene capacidad para 28 pasajeros, defina una funcién p que describa la
situacion planteada.

e
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2. Complete la siguiente tabla y represente la funciéon definida en el item 1. d) en un
sistema de ejes coordenados cartesianos:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15

3. ¢(Puede unir los puntos obtenidos? ; Por qué?

e

ORIENTACIONES

Teniendo en cuenta las condiciones dadas en el enunciado de la Actividad Ne 1,
la funcién que sirve de modelo para describir la situacién planteada es:

240
p:{nDN/0<n528}—>R/p(n)=T.

El dominio de la funcién es el conjunto {n 0 N/ 0 < n < 28} (o sea el con-
junto de los nimeros naturales mayores que 0 y menores o iguales que 28)
porque el micro tiene capacidad para 28 pasajeros.

La representacion grdfica de la funcién definida estd dada por 28 puntos ais-
lados (es decir que no se pueden unir con una linea continua), ya que no tiene
sentido hablar de una cantidad de pasajeros que no sea un ndmero natural
entre 1 y 28 (por ejemplo, no podemos decir que van a viajar 8,6 pasajeros).

AP
2401 o

2201~
2001
1801
160 1
140+
120
1001

801 °

601

401 °

e o
| | | | | | | | | | | | | | wy, n
>
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
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Si el micro no tuviera limite de capacidad, es decir si pudieran viajar todas las personas

que lo deseen, responda las siguientes consignas:
1. ;Cudntos pares de valores (n ; p) se podrian formar?

2. Si tuviera que definir una funcién que represente esta situacién, ;qué cambiaria en
ella en relacién con la funcién que definié en la Parte A? Defina esta nueva funcion.

3. ¢Como seria la representacion grafica de esta nueva funcién? Describala con sus
palabras.

ORIENTACIONES

Si se supone que el micro tiene una capacidad ilimitada, podrfamos conside-
rar que el dominio de la funcién es el conjunto de los ndmeros naturales sin
el cero (en simbolos: N - {0}). En el dominio sélo podemos utilizar nimeros
naturales porque sus elementos representan a la cantidad de pasajeros que via-
jan en el micro. Por lo tanto, se podrifan formar infinitos pares de valores
(n 5 p). La funcién que describiria lo planteado en la Parte B es:

240
P:N'{O} - R/P(n) =T.

Las imdgenes obtenidas a través de esta funcién se pueden escribir en fila, una
a continuacién de la otra. Queda asi: 240; 120; 80; 60; 48; 40; 34,28...; 30;
......... (;Son las imdgenes que usted dio para los primeros niimeros naturales?)

La representacién gréﬁca, en este caso, es una sucesion de infinitos puntos ais-
lados. Teniendo en cuenta la férmula de la funcién dada (que es racional),
dichos puntos estdn ubicados sobre una hipérbola.

Si no entiende a qué nos referimos al decir funcion de férmula racional puede revi-
sar este tema en la Unidad 3 de Matematica B.

EN TERMINOS MATEMATICOS: SUCESIONES. TERMINO DE LA
SUCESION. TERMINO GENERAL

La funcién definida en la Parte B de la Actividad N° 1 es un ejemplo de un
tipo de funciones llamadas sucesiones.

La caracteristica principal de una sucesién es que su dominio es el conjunto de
los nimeros naturales sin el cero (N - {0}), como en este caso, o el conjunto de
ndmeros naturales (N), como veremos mds adelante. Es decir que, una sucesién
es una funcién que a cada ndmero natural del dominio le asigna un nimero real
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como imagen. Cada imagen que se obtiene a través de esta funcién se llama tér-
mino de la sucesiéon. Con las imdgenes obtenidas podemos formar una fila infi-
nita de niimeros reales.

En la sucesién definida en esta Actividad Ne 1, algunos términos son:
a, = 240, a, = 120, a, = 80, a, = 60, a, = 48, ..., a,, = 13,3, ..., a,; = 6.

(Utilizamos los subindices 1, 2 , 3, ... , 40 para identificar a cada uno de los
términos de la sucesién.)

En simbolos, una sucesién es una funcién f: N - {0} ~ R/ f(n) = a_, o tam-
bién f: N -~ R/ f(n) = a_. Cada valor de a_ es un término de la sucesién. A
la férmula de la funcién la llamamos término general de la sucesién, pues es
la que permite hallar cada uno de los términos de la misma. Muchas veces
indicamos una sucesién de la siguiente manera: a,, a,, ay a, ag, ...

ACTIVIDAD Ne¢ 2: “DISENO DE PIEZAS PARA UN JUEGO”

Las piezas de un juego son cuadradas y todas deben tener un cuadrado de 1 cm de lado
pintado de azul. La pieza mas chica tiene lados de 1 cm y, por lo tanto, es azul. Las medli-
das de los lados de las piezas deben ser numeros enteros y expresarse en centimetros.
Para fabricarlas se tiene en cuenta un molde como el que se muestra en el siguiente

esquema.

ncm 1cm
——

AZUL}1cm
w

ncm

124

A partir de la informacién anterior, responda las siguientes preguntas:

1. En el caso de la pieza mas chica,
a) ;cuanto vale n?
b) ; Cuantos cm? mide esta pieza?
2. La pieza que le sigue en tamaio,
a) ;cuantos cm? mide?
b) ; Cuanto vale n en este caso?

¢) Sin =2, ;cuantos cm? mide la pieza?

L

>

e
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3. Complete la siguiente tabla, teniendo en cuenta que s expresa la superficie de la
pieza para cada n:

n (en cm) 1 2 3 4 5 8 12 20

s (en cmz)

4. Escriba la formula que le permite calcular la superficie s de una pieza a partir de la
medida de n.

5. Defina la funcién s que sirva de modelo para describir las posibles superficies de las
piezas de este juego, suponiendo que la medida de n no tiene limitaciones (es decir,
que puede ser cualquier numero natural).

6. Represente la funcién que definié en el item anterior en un sistema de ejes coorde-
nados cartesianos.

._________________________-»

ORIENTACIONES

Para calcular la superficie de cada pieza, se suma 1 a cada valor de n para obte-

ner la medida del lado de la pieza, y se eleva esta suma al cuadrado. Asf, la f6r-
) . 2

mula para calcular la superficie de cada pieza resulta s(n) = (n + 1)”.

La funcién que permite describir lo observado con las superficies de las piezas es
2
s:N - R/s(n) =(n+1)".
Este es otro ejemplo de sucesion, en este caso, su dominio es N.

La grifica en R de esta sucesién estd formada por infinitos puntos aislados
ubicados sobre una pardbola. A continuacién se representan algunos de ellos:

s (cm?)

»
R

22 +

20 +

18-

16 e L)

14 -

124

10+

[ i | | | | |3
f T f t f

1 2 3 4 5 6 7 'n (cm)
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Como dijimos en el apartado En términos matemdticos anterior, también se

puede hablar de una sucesién cuando la funcién se define de N en R. Los tér-

minos de esta sucesién son: a, = 15 a;, = 45 a, = 95 a; = 16, etc. El término

general esa_ = (n + 1)2.

En lo que sigue y en el libro que leerd trabajaremos con sucesiones cuyo domi-

nio es N.

ACTIVIDAD Ne 3: “EL NEGOCIO DE VENTA DE LAVANDINA”

Manolo tiene un negocio de venta de articulos de limpieza en el que también vende
lavandina. En su negocio, la lavandina esta envasada en botellas de un litro. Cada bote-
lla cuesta $ 0,50. Por dia puede llegar a vender hasta 20 litros.

En el barrio le ha aparecido competencia a Manolo. Se ha instalado otro negocio del
mismo rubro que vende lavandina al mismo precio por litro. Como promocion, en sus
vidrieras se exhibe el siguiente cartel:

Hasta 20 litros,
le vendemos la cantidad de
lavandina que usted quiera

Teniendo en cuenta la informacién anterior, responda las siguientes preguntas:

1.

Si necesitara 2,3 litros de lavandina, ;en cual de los negocios podria comprar exac-
tamente esa cantidad? ;Cudanto le costaria?

. Situviera que comprar 6 litros de lavandina, ; donde podria hacerlo? ; Cuanto deberia

pagar en cada negocio?

. Si con x se expresa la cantidad de litros de lavandina que se puede comprar en cual-

quiera de los dos negocios, ;cudl es la cuenta que le permite calcular el importe p a
pagar por su compra? Escriba la formula que exprese dicha cuenta para calcular p a
partir de x.

Si usted va alguno de estos negocios y no compra lavandina, ;cudl es el valor de x?
¢Cuanto vale p en ese caso?

. Teniendo en cuenta las condiciones de venta descriptas en cada negocio, escriba:

a) Una funcién m que permita describir las posibles ventas en el negocio de Manolo.

b) Una funcién c que permita describir las posibles ventas en el negocio de la compe-
tencia.

126 |
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f 6. En las funciones que escribié en el item 5., ;donde se manifiesta la diferencia en las
: formas de venta de la lavandina de cada uno de los dos negocios?

: 7. Represente las dos funciones que definié en el item 5. en dos sistemas de ejes carte-
: sianos. ; Qué diferencias tienen ambas representaciones graficas?

|

ORIENTACIONES

La funcién que describe las posibles compras en el negocio de Manolo es
m: {05 15 25 35 45 55 65 75 8 9; ... 5 20} -~ R/ p = 0,50 . x, donde x repre-
senta la cantidad de litros de una compra y p expresa el importe a pagar por
dicha compra.

La funcién que describe las posibles compras en el negocio de la competencia
esc: [0520] -~ R/ p=0,50.x, donde x representa la cantidad de litros de
una compra y p expresa el importe a pagar por dicha compra.

Estas funciones m y ¢ tienen la férmula y el conjunto de llegada en comun,
pero tienen diferente dominio. Esta diferencia se debe a la distinta forma de
envasado de la lavandina en cada negocio. Las diferencias de forma de venta
o envasado se pueden visualizar mejor en sus representaciones graficas.
Veamos:

Para la funcién m:

a4 N W Ao ON ©® © O
i
°

[ n
| I »

A
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

o
N+
w
.
(63}
o+
~+
o]
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Para la funcién c:

X
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | »
T T T T T T T T T T T T T »

13 14

1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10 11 12 15 16 17 18 19 20

Ahora supongamos que en estos dos negocios se pueden comprar cantidades ilimitadas
de lavandina, siempre con las formas de venta de cada uno: en lo de Manolo en bote-
llas de un litro; en la competencia, la cantidad que el cliente quiera.

Teniendo en cuenta la informacién anterior, responda las siguientes preguntas:

1.

128 ]

¢Como quedan definidas las funciones de venta de lavandina en cada uno de los
negocios? Defina la funcién M para el negocio de Manolo y la funciéon C para la com-
petencia.

¢Cual de las funciones que definié en el item 1. es una sucesién?

Represente ambas funciones en dos sistemas de ejes coordenados cartesianos.
¢Cuales son las diferencias entre las dos representaciones graficas?

ORIENTACIONES

La funciéon M : N - R/ M(x) = 0,50 . x que describe lo que pasaria con las

ventas en el negocio de Manolo es una sucesién.

La funcién que describe lo que ocurrirfa con las ventas en el negocio de la

competencia es C : [0; +o) -~ R/ C(x) = 0,50. x. Esta funcién no es una

sucesién porque su dominio no es N.

La funcién My la funcién C se diferencian en su dominio. A partir de esta dife-
rencia también difieren sus representaciones graficas. La representacién gréfica
de la funcién M estd formada por infinitos puntos aislados alineados entre si.

En cambio, la representacién grifica de la funcién C es una semirrecta que con-

tiene a los puntos de la gréfica de M. Las grificas son las siguientes:
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Para la funcién M:
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Responda las siguientes consignas:
1. Escriba los 10 primeros términos de la sucesién M.

2. ;{Qué cuenta debe hacer con un término cualquiera de la sucesién para obtener el
término siguiente?

3. Si llamamos a, a los términos de la sucesion,
a) ¢Cuanto resulta a, - a;?
; -a..?
b) ;Y a,; - a,,7

4. En general, ;cuanto vale a, - a, ,? Es decir, ;cuanto vale la diferencia entre un térmi-
no y el anterior a éI?
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ORIENTACIONES
En la sucesién M se puede observar que:

* Dado un término cualquiera, para obtener el término siguiente se le debe
sumar 0,5.

e Cualquiera sea el par de términos consecutivos que se tome, resulta que la
diferencia entre ellos es siempre 0,5 que es el precio del litro de lavandina.

EN TERMINOS MATEMATICOS: SUCESION (0O PROGRESION)
ARITMETICA. DIFERENCIA O RAZON.

La sucesién M es un ejemplo de sucesién (o progresion) aritmética. En este
tipo de sucesiones podemos obtener cada término sumdndole un mismo

nimero al término anterior. Por lo tanto, podemos escribir quea_ =a_, +r,

-1
siendo r el ndmero que sumamos a cada término para obtener el siguiente.
También podemos decir que el ntimero r expresa la diferencia entre un térmi-
no de la sucesién y el anterior. Por eso este nimero, r=a,_-a_,, se llama dife-

. , s . 2,0
rencia o razén de la sucesidon aritmética.

La férmula de las sucesiones aritméticas es una férmula lineal. Es decir, que
podemos escribir la férmula asi: f(n) = r . n + b, donde la pendiente r de la
funcién lineal equivale a la diferencia de la sucesién y la ordenada al origen b
es el primer término a,,.

La representacion grdfica de una sucesion aritmética estd formada por infini-
tos puntos aislados alineados.

ACTIVIDAD N° 4: “LA REPRODUCCION DE LAS BACTERIAS”

En esta actividad vamos a retomar la Actividad N° 1 de la Unidad 3 de Matematica C.

Ahi hemos analizado el proceso de reproduccion de bacterias por biparticion:

¢Lo recuerda? Si no, le sugerimos que revise lo hecho alli antes de seguir leyendo.

Considere el proceso de reproduccion descripto en esa actividad y responda las siguien-
tes consignas:

130

1.

Defina la funcion b que describe lo que ocurre con la cantidad b de bacterias al con-
siderarse x etapas.

La funcién que definié en el item 1., ;es una sucesion? ;Por qué?

Revea, en la Parte B de la Actividad N° 1 de la Unidad 3, la representacién grafica de
esta funcién b.
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ORIENTACIONES

La funcién que describe el proceso de reproduccién de las bacterias a medida
que pasan las etapas es b : N - R/ b(x) = 2", Dicha funcién es una sucesién.

Como vimos, la representacién gréfica de esta funcién estd formada por infi-
nitos puntos aislados.

Responda las siguientes consignas:

1. Escriba los 10 primeros términos de la sucesion definida en la Parte A.

2. Sillamamos b a los términos de esta sucesion:
a) ;Qué cuenta debe hacer con un término de la sucesiéon para obtener el siguiente?
b) ; Cuanto vale el cociente b, : b;?
Q) ¢Y by, by?

d) En general, ;cuanto vale la razén o cociente b, : b ,? Es decir, ;cuanto vale el
cociente entre un término y el término anterior a él?

ORIENTACIONES
En la sucesién b se puede observar que:

* Dado un término cualquiera, para obtener el término siguiente se lo debe
multiplicar por 2.

* Cualquiera sea el par de términos consecutivos que se tome, resulta que la
razén o cociente entre ellos es siempre 2, que indica la duplicacién de la
cantidad de bacterias en cada etapa.

EN TERMINOS MATEMATICOS: SUCESION (0O PROGRESION)
GEOMETRICA. RAZON.

La sucesién b es un ejemplo de sucesién (o progresion) geométrica.

En este tipo de sucesiones podemos obtener cada término multiplicando al
término anterior por un mismo ndmero. Por lo tanto, podemos escribir que
b =b_, .r, siendo r el factor por el que se multiplica a cada término para
obtener el siguiente. También podemos decir que el ndmero r expresa el
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cociente o razén entre un término de la sucesién y el anterior. Este nimero,

r=b_:b_,,sellama razén de la sucesién geométrica.

La férmula de las sucesiones geométricas es una férmula exponencial. Es decir,

que podemos escribir la férmula asi: f(n) = k . r", donde la base r de la fun-

cién exponencial equivale a la razén de la sucesién y el coeficiente k coincide

con el primer término b0'

La representacién grifica de una sucesién geométrica estd formada por infini-

tos puntos aislados que forman parte de la curva de una funcién exponencial.

ACTIVIDAD Ne 5: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

En esta actividad lo orientaremos para que trabaje utilizando el libro tematico 3 Nimeros y suce-
siones de Altman, S. y otros, Editorial Longseller.

En el capitulo 3 - Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas:

1.
2.

el

W O N o Ww

Lea la presentacion en la pagina 51.
Resuelva el Problema 1y lea su resolucién en la pagina 52.

Tenga en cuenta que en el libro se simboliza con N al conjunto de nimeros naturales sin
el cero y con N, al conjunto de nimeros naturales con el cero.

Lea “Sucesiones” y “Progresiones aritméticas y geométricas” en las paginas 52, 53 y 54.
Resuelva los ejercicios 1, 2, 3y 4 del recuadro de la derecha de la pagina 53.

Resuelva los ejercicios 5, 6, 7, 8 y 9 del recuadro de la izquierda de la pagina 54.
Resuelva el Problema 2 de la pagina 54 y lea su resolucion en la pagina 55.

Resuelva el ejercicio 29 del recuadro de la izquierda de la pagina 62.

Resuelva los ejercicios 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10, 11y 21 de las paginas 71, 72 y 74.

Resuelva los ejercicios 1, 2 y 3 de la pagina 77. Puede comparar sus respuestas con las
dadas en la pagina 109.

Antes de comenzar a estudiar la proxima unidad, usted debe resolver los ejer-
cicios de integracion correspondientes a la Unidad 5.

iNo deje de realizarlos!
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Probabilidad

En esta unidad retomaremos el cdlculo de probabilidades que comenzamos en
la Unidad 7 de Matematica A. Analizaremos diferentes tipos de sucesos y su
posibilidad de ocurrencia. Para ello trabajaremos previamente con el estudio
de reglas que nos permitan contar el nimero de resultados de un suceso cuan-
do los mismos no son posibles de contar en forma sencilla.

Estudiaremos también reglas del cdlculo de probabilidades que nos permiten
determinar la probabilidad de un suceso a partir de conocer la probabilidad
de otro u otros sucesos del espacio muestral.

Propositos de la unidad
En relacién con los contenidos de esta Unidad, le proponemos que:
* Utilice técnicas de conteo que proporciona el cdlculo combinatorio.

* Identifique sucesos dependientes e independientes, excluyentes y no
excluyentes.

* Calcule probabilidades de sucesos de acuerdo con sus caracteristicas.
* Calcule probabilidades de sucesos complementarios y condicionales.

* Calcule probabilidades de la unién y la interseccién de dos sucesos.

ACTIVIDAD N° 1: “DIFERENTES FORMAS DE ARMAR UN MENU”

En un restaurante se ofrecen menus promocionales a precios muy accesibles. Los mismos
se componen de una bebida, una entrada, un plato principal y un postre. Cada cliente
arma su almuerzo a partir de las siguientes listas:

PLATOS
BEBIDAS ENTRADAS PRINCIPALES POSTRES

Matambre con . , Ensalada de
Milanesa con puré

Agua mineral

ensalada rusa frutas
Lengua a la Tallarines con .
Gaseosa . s, Flan mixto
vinagreta salsa a eleccién
Ensalada a Asado al horno
Helado

eleccion con papas

Calabaza

rellena
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Responda las preguntas que le planteamos a continuacion. Para hacerlo le sugerimos
que construya un diagrama de arbol.

Si no recuerda coémo armar diagramas de arbol vuelva a mirar la Actividad N° 1 de la Unidad 3 de
esta Guia.

1. Por cada bebida, ;cuantas opciones de entradas propone el restaurante?

2. Teniendo en cuenta so6lo la bebida y la entrada, ¢cuantas elecciones diferentes pue-
den armarse?

3. Un cliente ya eligi6 la bebida y la entrada. Por cada eleccién, jentre cuantos platos
principales puede optar?

4. Teniendo en cuenta sélo la bebida, la entrada y el plato principal, ;cuantas eleccio-
nes diferentes pueden armarse?

5. El cliente ya eligio la bebida, la entrada y el plato principal. Por cada eleccién, ;entre
cuantos postres puede optar?

6. ¢Cuantos almuerzos completos diferentes pueden armarse?

ORIENTACIONES

Por cada bebida podemos elegir 3 entradas. Como las opciones de bebida son
2, podemos armar 2 . 3 = 6 elecciones diferentes de bebida y entrada:

Matambre
Agua Lengua

ensalada

Matambre
Gaseosa Lengua

ensalada

Una vez hecha esta eleccién, podemos optar entre 4 platos principales. Es
decir, para cada una de las 6 elecciones anteriores, hay 4 opciones de plato
principal. Por ejemplo, si consideramos la opcién agua — matambre:
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Milanesa

Tallarines

Agua —— Matambre Asado

Calabaza

Y de la misma forma con cada una de las otras 5 elecciones restantes de bebi-
da y entrada.

En total podemos armar 6 . 4 = 24 menus optando entre una bebida, una
entrada y un plato principal. Si por cada uno de ellos agregamos las 3 opcio-
nes de postres, totalizamos 24 . 3 = 72 mends completos diferentes.

La cuenta completa que nos permite calcular la cantidad total de mends com-
pletos diferentes es:

i | i | 4l | i : ’12
cant. de  cant. de cant. de cant. de menus
bebidas entradas platos postres  completos

EN TERMINOS MATEMATICOS: REGLA BASICA DEL CONTEO

En la situacién anterior, para cada uno de los componentes del ment tenemos
una cantidad de resultados posibles: 2 bebidas, 3 entradas, 4 platos princi-
pales y 3 postres. La cantidad total de resultados, que simbolizamos con la

letraT,esT=2.3.4.3

En general, si n; es la cantidad de resultados del primer paso de un experi-

1
mento, n, la cantidad de resultados del segundo paso, ..., y n,_la cantidad de
resultados del dltimo paso, el ndmero total de resultados posibles T es igual al

producto de los resultados de cada paso:

T=n,.n,....n

Llamamos a esta tltima regla bésica del conteo.
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Responda las siguientes preguntas teniendo en cuenta la cantidad total de menus cal-
culados en la Parte A:

Para poder responder las preguntas que le planteamos a continuaciéon usted necesita saber cémo
calcular probabilidades. Si no lo recuerda, o nunca trabajé este tema antes, es conveniente que lo

estudie previamente en la Unidad 7 de Matematica A.

1. ¢Cual es la probabilidad de que un cliente solicite el menu agua - lengua a la vina-
greta — milanesa con puré - ensalada de frutas?

2 ;Cudl es la probabilidad de que un cliente solicite un menu que tenga agua mineral?

3. (Cudl es la probabilidad de que un cliente solicite un menu que tenga milanesa con
puré?

ORIENTACIONES

El espacio muestral del experimento “armar menus” tiene 72 resultados
posibles, que son cada uno de los diferentes mends que podemos armar bajo
las condiciones nombradas.

Cada una de las preguntas involucradas en la Parte B involucra un suceso.
Para calcular la probabilidad de ocurrencia de un suceso debemos calcular
la cantidad de resultados que lo conforman. Por ejemplo: es posible armar 12

menus que contengan milanesa con puré, por lo tanto, la probabilidad de que

. .. 3 . L, 12 1
un cliente solicite un ment que contenga milanesa con puré es — = —.

726

Si no recuerda el significado de las palabras remarcadas en las orientaciones ante-
riores, puede trabajar el tema en la Unidad 7 de Matematica A.

En el ejemplo trabajado en la actividad anterior, la cantidad de resultados
es sencilla de enumerar. Podemos contarlos usando la regla basica del con-
teo, como hemos hecho, pero también podriamos escribir cada uno de los
resultados posibles y luego contarlos. En los problemas con espacios mues-
trales mayores, este procedimiento podria resultar poco practico y en algu-
nos casos, imposible. Es por ello que en lo que sigue presentaremos algunas
reglas y formulas, que deduciremos a partir de la enumeracion de resulta-
dos, y que nos permitiran calcular la cantidad de resultados mds rapida-
mente. De todos modos, no pierda de vista que siempre que la cantidad de
resultados sea pequena usted puede recurrir al conteo para calcularla.
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ACTIVIDAD N° 2: “ELECCIONES INTERNAS DE UN PARTIDO POLITICO”

Un partido politico llama a elecciones internas para definir el orden en el que sus 6 can-
didatos A, B, C, D, E y F apareceran en la lista de legisladores.

Responda las siguientes preguntas teniendo en cuenta lo trabajado en la Parte A de la
Actividad N° 1:

1. ;De cuantas maneras distintas pueden ordenarse los 6 candidatos en la lista del par-
tido? Arme un diagrama de arbol que le permita contar todos los resultados posibles.

2. ;Cudl es la probabilidad de que el candidato D ocupe el primer lugar en la lista?

ORIENTACIONES

Para contar todos los posibles ordenamientos de los 6 candidatos en la lista del
partido podemos utilizar la regla de conteo que presentamos en la Actividad
Ne 1. En este caso se trata de un experimento de 6 pasos, en el que cada paso
es uno de los puestos de la lista de legisladores. En cada paso hay un resulta-
do posible menos que en el anterior ya que el candidato que ocupe el primer
lugar no podrd ocupar el segundo y asi sucesivamente. Para el primer puesto
hay 6 candidatos posibles, para el segundo quedan 5, para el tercero quedan
4, y asi hasta llegar al sexto puesto. La cantidad total de ordenamientos de los
6 candidatos en la lista es:

T=6.5.4.3.2.1=720

EN TERMINOS MATEMATICOS: FACTORIAL DE UN NUMERO.
PERMUTACIONES

Al producto 6.5 .4.3.2.1 loescribimos en forma abreviada como 6!, que

T3

leemos “seis factorial” é “factorial de 6”.

En general, si el nimero de objetos que van a ser ordenados es n (siendo n un
ndmero natural) calculamos la cantidad de ordenamientos posibles de esos n
objetos con la férmula:

nl=n.n-1).n-2).....2.1

Leemos la expresién n! diciendo: “n factorial” 6 “factorial de n”. Definimos
también 0! =1y 1! =1
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.==| Uso de calculadora: Para calcular el factorial de un namero, las calculadoras cientifi-
=:l| cas cuentan con una tecla simbolizada con x!. Busquela en su calculadora y vea de
qué modo debe ingresar los datos para calcular este valor. Pruébela, por ejemplo,
para el calculo de 6!.
A cada ordenamiento diferente de una cantidad de objetos lo llamamos per-
mutacién. La férmula anterior, entonces, nos permite obtener el nimero total
de permutaciones de n objetos. Simbdlicamente escribiremos P_ para nom-
brar a las permutaciones de n elementos, cuyo nimero total calcularemos con
la férmula:
P=n.n-1).(n-2).....2.1
1
El partido estima, a partir de sondeos de opinidn, que lograra introducir 4 legisladores :
en las proximas elecciones. Es decir, que sélo los primeros 4 candidatos de la lista for- :
mardn parte de la futura Legislatura. I
1
1
1
L . . .. 1
Responda las siguientes preguntas teniendo en cuenta esta nueva informacion: 1
1
1. ¢De cuantas formas diferentes pueden ordenarse los 6 candidatos del partido en esos :
4 primeros puestos de la lista? Utilice el diagrama de arbol que armé en la Parte A de :
esta actividad para contar todos los resultados posibles. :
, - . . . 1
2. ;Cual es la probabilidad de que el candidato D sea electo legislador, si los resultados
se dan de acuerdo con los prondsticos? :
1
1
ORIENTACIONES
Podemos utilizar también la regla bdsica del conteo para calcular la cantidad
total de ordenamientos posibles de los 6 candidatos en los 4 primeros puestos.
Se trata, en este caso, de un experimento de 4 pasos en el que cada paso tiene
también un resultado posible menos que el anterior. La cantidad total de orde-
namientos de los 6 candidatos en los 4 primeros puestos de la lista es:
T=6.5.4.3=360
Este resultado representa la cantidad total de permutaciones de los 6 candida-
tos en los 4 primeros puestos de la lista. El nimero de elementos n es 6 y el
ndmero de “casillas” en donde se pueden ubicar esos elementos es x = 4.
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EN TERMINOS MATEMATICOS: PERMUTACIONES DE N OBJETOS
TOMADOS DE A X

Definimos al ndmero T calculado en la Parte B de esta actividad, como la

cantidad total de permutaciones de 6 elementos tomados de a 4, y lo simbo-

lizaremos como P6’4 6 P4

Otra forma de calcular esta cantidad es:

6P4 =

=6.5.4.3 =360

En general, la cantidad total de permutaciones de n elementos tomados de a

X ¢es:

P -P n!
P = P (con n > x)

Uso de calculadora: para calcular el nimero de permutaciones de n elementos toma-

dos de a x algunas calculadoras cientificas cuentan con una tecla que se simboliza

[ E—

.P,- Busquela en su calculadora y vea de qué modo debe ingresar los datos para cal-

cular este valor.

Como ya le deciamos anteriormente: no pierda de vista los diagramas de
arbol ni la regla basica del conteo para calcular el niumero de permuta-
ciones. Si se queda sdlo con las férmulas y los nombres, es posible que no
sepa en qué situaciones debe utilizar cada una de ellas. Tenga en cuenta
que usted pudo calcular el numero total de permutaciones de los 6 candi-
datos en los 4 primeros puestos de la lista sin conocer ninguna formula.
Esto mismo puede hacer siempre que la cantidad de elementos a permu-
tar no sea muy grande. Nosotros necesitamos mostrarle la formula para
que usted cuente con herramientas para calcular el numero total de per-
mutaciones cuando la cantidad de elementos a permutar es muy grande.

ACTIVIDAD N° 3: “UN KILO DE HELADO”

Una heladeria ofrece el kilo de helado a un precio muy bajo si se eligen 3 gustos entre:
limdn — dulce de leche - frutilla — vainilla.

e e e e

Responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cuantas combinaciones de helado de 3 gustos pueden armarse? Arme, si lo necesi-
ta, un diagrama de arbol para contarlas.

2. Limén - dulce de leche - frutilla, ;es una combinacién posible? ;Y limén - frutilla -
dulce de leche?
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3. ¢Coémo son entre si las dos combinaciones anteriores?

4. Cuente cuantas de las posibles combinaciones de 3 gustos de helados calculadas en
el item 1. representan al mismo kilo de helado.

5. De acuerdo con su respuesta a los items 1.y 3., jcuantas combinaciones diferentes de
helado de 3 gustos pueden armarse?

|

ORIENTACIONES

Al calcular el nimero total de permutaciones de 4 gustos de helados tomados
de a 3, se cuentan posibilidades que representan a la misma combinacién de
helados. En el caso de los candidatos de la lista, la permutacién ABCD vy la
permutacién BACD, por ejemplo, son diferentes porque no es lo mismo ser
el primer candidato de la lista que ser el segundo. Pero en este caso no ocurre
lo mismo. Llevar un kilo de helado de limén, dulce de leche y frutilla es lo
mismo que llevar un kilo de helado de limén, frutilla y dulce de leche, y es lo
mismo que llevar 1 kilo de helado de dulce de leche, limén y frutilla, y ....

Vamos a contar la cantidad de permutaciones que representan a la misma
combinacién de helados. En la lista que sigue representamos con su inicial a
cada uno de los gustos de helado que pueden formar parte de la eleccién:

LVF LVD LDF VFD
LFV LDV LFD VDF
VLF VLD DLF FVD
VFL VDL DFL FDV
FLV DLV FLD DFV
FVL DVL FDL DVF

En la lista anterior podemos observar que, por cada combinacién posible,
siempre hay 5 permutaciones mds que son iguales a ésta. Entonces sélo hay 4
combinaciones diferentes.

Una forma de calcular este nimero es restar a las P, las 5 . 4 = 20 repeticio-

nes. Es decir, 24 — 20 = 4.

Pero no siempre resulta sencillo visualizar, como en este caso, todas las repeticio-
nes para saber cudntas debemos quitar. Por esa razén vamos a generalizar lo
observado en esta situacién para poder hallar una férmula que nos permita deter-
minar la cantidad de combinaciones sin necesidad de visualizarlas a todas.

Observe que en cada una de las 4 columnas anteriores hay 6 resultados ya que
se trata de todas las permutaciones posibles de 3 elementos en 3 lugares:

31=3.2.1=6
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Si al niimero de ;P lo dividimos por esta cantidad también obtenemos la can-
tidad de combinaciones distintas de helados:

EN TERMINOS MATEMATICOS: COMBINACIONES DE N ELEMENTOS
TOMADOS DE A X. NUMERO COMBINATORIO.

P
El ndmero calculado al hacer la cuenta 43—|3= 4 es el nimero de combinacio-

nes de 4 elementos tomados de a 3. Lo simbolizamos 4C3'

A diferencia de las permutaciones, en una combinacién el orden en el que
estén dispuestos los elementos carece de importancia.

En general, simbolizamos al nimero de combinaciones de n elementos
tomados de a x como C_6 C__y lo calculamos con la férmula:
-

.C, = %(con n > x)

n!

De acuerdo con lo hecho en la Actividad Ne 2, nby =F———
(n - x)!

Si reemplazamos esto en la férmula de C_nos queda:
n!

C _(n-x)! n!

= =——(Conn > Xx
nox x! (n-x)!x!( )

’1. .« . . n .
A esta tltima expresién la simbolizamos ( Jque leemos “néimero combina-
X

torio n, x”.

1
Por lo tanto: = (2) n

x) (n-x)!x!

, . A [
Uso de calculadora: Para calcular el nimero de combinaciones de n elementos toma- [
LRl
dos de a x algunas calculadoras cientificas cuentan con una tecla que se simboliza |=:l
.C,- Busquela en su calculadora y vea de qué modo debe ingresar los datos para cal-
cular este valor.
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ACTIVIDAD N° 4: “TRABAJANDO CON EL LIBRO”

En esta actividad lo orientaremos para que trabaje el libro Matematica 1 Polimodal de Camuyrano,
ae o
B. y otros de editorial Estrada.

En el capitulo 14 - Probabilidades:
1. Resuelva los Ejercicios N° 1, 2, 3, 4 de la Ejercitacién propuesta en la pagina 327.

2. Resuelva los Ejercicios N° 2 'y 3 de la Ejercitacion propuesta en la pagina 331.

Si tiene dificultades para responder lo pedido en estos ejercicios puede trabajar este tema en
la Unidad 7 de Matematica A o bien leer en la pagina 331 del libro “Propiedades de las proba-
bilidades”.

3. Lea la Situacién 3: “Eficacia de un nuevo medicamento” en las paginas 332 a 336. A
medida que avanza en su lectura intente ir resolviendo cada una de las cuestiones
pedidas. En la tabla de la pagina 333 hay un error: en lugar de estar remarcados en
color los 120 pacientes curados, deberian estar remarcados los 100 pacientes tratados.

4. Resuelva el ejercicio N° 1 de la Ejercitacién propuesta en la pagina 336.
5. Lea en las paginas 336 y 337 “Tipos de sucesos”.

6. Lea en las paginas 337 y 338 “Probabilidades. Clasificacion y formulas que permiten
calcularlas”.

7. Resuelva los ejercicios 1, 2 'y 3 de la Ejercitacion propuesta en la pagina 338.

8. Resuelva los ejercicios 1, 3, 4, 5, 6, 9y 10 de las Actividades de sintesis del capitulo
en las paginas 354 y 355.

Para terminar el estudio de esta unidad usted debe resolver los ejercicios de
integracion correspondientes a la Unidad 6.

Una vez que haya finalizado con la resolucion de los ejercicios de integracion,
resuelva también la Autoevaluacion integradora. Su resolucion le permitira
retomar todos los contenidos del programa de la materia y autoevaluar si ya
se encuentra en condiciones de presentarse a rendir el examen. Tampoco deje
de realizar esta actividad.
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